SUR L’ECART DE DEUX COURBES ET SUR LES COURBES LIMITES* 


PAR 


MAURICE FRECHET 


Définition de Pare de courbe continue. 


Appelons are de courbe continue ensemble ordonné formé par la suite des 
points que l’on obtient en faisant croitre ¢ de f, 4 ¢, dans les formules : 


(1) v=f(t), y=9(t), z=h(t), 


ot f, 7, h sont trois fonctions de ¢ uniformément continues de ¢,4 ¢,. I] pourra 
ailleurs arriver que f, g; h soient en méme temps constantes dans un inter- 
valle partiel (¢), ¢|) de valeurs de ¢; alors toutes les valeurs de ¢ comprises dans 
cet intervalle correspondent 4 un méme point de la courbe. (II est utile de ne 
pas exclure ce cas pour ne pas nuire A la géneralité des propositions que nous 
voulons établir). En particulier, il pourrait se faire que f, 7, h soient con- 
stants de ¢, i ¢,; alors la courbe se réduit 4 un seul point. D/ailleurs, dans 
tout autre cas, les points de la courbe occupent dans l’espace une infinité non 
dénombrable de positions. 

Lorsque f, 7, h ne sont en méme temps constants dans aucun intervalle de 
valeurs de ¢, nous dirons que les formules (1) fournissent une représentation 
normale de la courbe. 

I] peut arriver que les formules (1) donnent A x, y, z les mémes valeurs pour 
deux valeurs différentes de ¢: ¢) , | sans que f, 7, h soient constants entre ces deux 
valeurs de ¢. Alors ¢) et ¢) correspondent 4 deux points de la courbe que nous 
considérerons comme distincts quoiqu’ils occupent la méme position dans l’espace ; 
nous aurons ainsi un point multiple de la courbe. 


Recherche de toutes les représentations paramétriques d’une courbe continue. 


Considérons maintenant, outre les formules (1), les formules : 


(2) x= (u), z=x(wv) 


ot ¢, , x sont des fonctions de wu, uniformément continues dans l’intervalle 
* Received for publication May 25, 1905. Presented to the Society at the summer meeting, 
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(,, u,). Ces formules (1) et (2) représentent deux ensembles de points 
ordonnés: Cet [. Nous dirons que ces formules représentent la méme courbe 
lorsque les ensembles ordonnés C' et I’ sont superposables. Nous entendons par 
la qu’on peut établir entre les points de C et de [ une correspondance univoque et 
réciproque de fagon que deux points correspondants oceupent la méme position 
dans Vespace et que deux points queleonques de C' soient trouvés dans le méme 
ordre relatif que les deux points correspondants de T quand on parcourt C et T 
dans les sens des ¢ et des u croissants. Observons que (apres cette définition, 
les courbes Cet T peuvent étre formées avee les mémes points de lespace et 
étre cependant distinctes.* 

Cherchons les relations qui doivent exister entre f, 7, 4; 6, Ww, x pour que 
les formules (1) et (2) représentent la méme courbe, au sens que nous venons 
Windiquer, 

1° Pour cela, supposons d’abord que les représentations (1) et (2) soient nor- 
males. Alors A deux valeurs distinetes de ¢ ecorrespondront deux points distinets 
(quoique pouvant coincider en position) de la courbe C et réciproquement. De 
méme, tout point de P correspondra A une seule valeur de w et réciproquement. 
Par suite la correspondance entre les points de C et de T’ se traduira par une 
correspondance univoque et réciproque entre les valeurs de ¢ et de uw, dans 
laquelle ¢ et « croissent en méme temps. Autrement dit, on aura, pour deux 


points correspondants : 


u=O6(t), 


étant une fonction de ¢ qui croit constamment de jusqu’A u, lorsque croit 
de #,A¢,. Cette fonction doit passer par toutes les valeurs de uw intermédiaires 
entre u, et u,; comme elle est aussi croissante, elle sera done nécessairement 


continue. Et l’on aura de ¢,: 


Réciproquement, ¢tant donnée la représentation normale d’une courbe C les for- 


mules (1) définiront la méme courbe lorsqu’on prendra pour f, 7, h, les fone- 
tions définies par (3) ot @(¢) est une fonction continue et croissante de ¢; et la 
représentation paramétrique (1) sera aussi normale.t 

2° Supposons maintenant que les courbes C et I soient données par les repré- 


sentations (1) et (2) choisies arbitrairement, non nécessairement normales et cher- 
chons encore la condition pour que ces deux courbes coincident. Tout d’abord, 
si une se réduit A un seul point il en sera de méme de l’autre. Dans le cas 


* Il suffit de prendre: f=g=0, h=sint; 9=y =0, x = sin? 7/2, 4, =u, ——T/a, 
f,=u,=+7/a. Voir Legons sur l’intégration, par HENRI LEBESGUE, Paris, 1904, p. 40. 

t En général, on se contente de dire que par définilion, les formules (1) et (2) définissent la 
méme courbe, si 1’ on peut trouver une fonction telle que 4(¢) donnant lieu aux identités (3). 
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contraire montrons que l’on peut ramener le probléme au précédent. Autrement 
dit : une courbe continue qui ne se réduit pas a un seul point a toujours au moins une 
représentation paramétrique normale. En effet, considérons tous les intervalles 
Tot f, 7, h sont A la fois constants. Ces intervalles sont sans points communs, 
sans quoi on pourrait les remplacer par de plus grands. Or il est facile de 
démontrer que si l’on se donne sur l’axe des ¢ entre ¢, et f, un ensemble quel- 
conque @’intervalles J sans points communs, et n’oceupant pas tout le segment 
(t,, 4), om peut trouver une fonction continue: s = a(f), allant sans jamais 
décroitre de 0 4 1 quand ¢ croit de ¢, A f, et qui n’est constante que dans chacun 
des intervalles J. - Alors 4 chaque valeur de s correspond une valeur de ¢ ou 
une infinité de valeurs de ¢ comprises dans un méme intervalle of f/, 7, h sont 
constants. Des lors, 4 une méme valeur de s correspond un seul point de C et 
on peut écrire : 


g(th=%(s); h(t)=h,(s), 


¢ variant def, a ¢, et sde 041; et A deux valeurs de s distinctes correspon- 
dront deux points de distincts (mais qui coincident peut-¢tre en position). 


Alors, si nous considérons les formules : 


f,(#), y=9,(s); (0O<s<1), 


nous pourrons dire qu’elles constituent une représentation normale de C. Car 
lorsque s croit, on retrouve les points de C’ chacun une seule fois et dans le méme 
ordre. Du moins cette affirmation sera complétement justifi¢e dés que nous 
aurons prouvé que f,, g,, 8, sont uniformément continues de 0A 1. Or s’il 
n’en était pas ainsi, on pourrait trouver une infinité de valeurs de s distinctes et 
comprises entre 0 et 1: 8,, 8,, 8, +++, 8,, «+» qui tendent vers un certain nombre 
8, et sont telles que par exemple | f,(s,) —f,(s,)| reste supérieur 4 un nombre 
positif fixe e. Or, A tout nombre s, compris entre 0 et 1, la formule s = a(t) 
fait correspondre au moins une valeur ¢, de ¢ compris entre f, et t,. Les points 
ty by, 
dans la suite ¢,, ¢,, f,, --- au moins une suite ¢ 
minée f,. Comme la fonction a(t) est continue, on aura done : 


--» de axe des ¢ ont au moins un point limite ¢,; autrement dit, il y a 
qui a une limite déter- 


ny? “Ry 


s, = lims, =lim a(t, )=a(t,) 


et par suite : 


| fo( — Fo( | = | fo ] — fo La (to = | (4%) | - 


Comme /(¢) est une fonction continue, le dernier terme tend vers zéro avec 
1/p; il est done impossible que le premier reste supérieur d¢. La proposition 
est ainsi démontrée. 


438 M. FRECHET: SUR L’ECART DE DEUX [October 


Revenons aux courbe Cet . D/’aprés ce qui précéde on pourra, en chois- 
issant convenablement deux fonctions s = a(t), v= a(w) continues et allant 
sans jamais décroitre de 0 a 1, écrire les formules (2) sous formes normales : 


(1)’ a= f,(s), y= 9,(*), z=h,(s) 
(2) v= (vr), y=¥,(vr), z= 


Dis lors, si les courbes C et I coincident c’est que les deuxiémes membres de 
ces formules sont égaux deux A deux sous la condition : 


(3) v= 


@ étant une fonction continue et toujours croissante de 0 4 1. Observons 
@ailleurs que la fonction @ [ a(t) ] est, comme a(t) une fonction continue allant, 
sans jamais décroitre, de 0 A 1 et qui n’est constante que dans les intervalles J. 
On aurait done pu prendre la fonction @[a(t)] au lieu de a(t) et alors la 
relation (3) serait remplacée par v = s. 

En définitive, /orsqw aucune des courbes (1) et (2) ne se réduisent & un point, 
la condition nécessaire et suffisante pour quelles représentent la méme courbe est 
qwil existe deux fonctions a(t) et a(u) continues allant sans jamais déecroitre de 
0 41, wéant constantes que dans les intervalles ot il en est respectivement de méme 
pour f,g,h et pour x et telles que Pégalité: a(t) = a(u) entraine: 


gH=¥(u), A(th=x(u). 


En particulier, on voit que si @(¢) est une fonction continue de ¢ qui va sans 
jamais décroitre de u, 4 u, quand ¢ croit de 0 4 1, les formules : 


x= (O=t=1) 


représentent la méme courbe que les formules (2) quand méme la représentation 
(2) se serait pas normale. 


Ecart de deux courbes. 


Définition de Pécart. — Nous généraliserons maintenant une notion introduite 
par WererstRAss dans le Calcul des Variations sous le nom de voisinage. Si 
considére deux courbes infiniment voisines : 


y=f(*), z=g9(2), et y=%(2), z= (x) 


on peut appeler voisinage de ces deux courbes la valeur maxima de la distance 
de deux points de ces deux courbes ayant méme abscisse. Pour parer au cas ot 
les extrémités n’auraient pas mémes abscisses, on peut remplacer la correspondance 
entre deux points de méme abscisse par une correspondance entre des points 


(0Ss=1), 
(O=r=1). 
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d’abscisses peu différentes. A chacune de ces correspondances correspondra un 
nombre particulier, mais ce qui est essentiel c’est que si les deux courbes sont 
infiniment voisines, tous ces nombres seront infiniment petits. 

Nous allons ticher de généraliser cette notion de facgon A l’appliquer 4 deux 
ares de courbes continues queleonques non nécessairement tres voisins. Pour 
préciser, nous allons attacher A tout couple C, T° d’ares de courbes continues 
quelconques un nombre positif ou nul que nous désignerons par la notation 
(C,T) ou (IT, C) et que nous appellerons écart des ares C, Ce nombre 
sera tel que: 1° Pécart (C, I’) n’est nul que si C et T coincident; 2° C,, C,, C,, 
étant trois ares de courbes continues quelconques, si les écarts (C,, C,) et 
(C,, C,) sont infiniment petits, il en est de méme de ( C,, C,).* 

Pour définir cet écart, considérons deux ares continus quelconques distincts ou 
non C' et I. On peut comme nous l’avons vu les représenter d’une infinité de 
fagons par des formules telles que : 


(4) w= f(t), y=g(t), z=h(t) (0=t=1), 
(5) w=(t), y=(t), (0=t=1), 


ot f,g,h; 6, x sont uniformément continues de 041. Désignons main- 
tenant par 6(¢) la distance de deux points correspondant 4 la méme valeur de ¢: 


5(¢) est une fonction continue de ¢ qui atteint un maximum absolud. A chaque 
systéme de représentations (normales on non) de C et [ correspond une valeur 
déterminée positive ou nulleded. J’appellerai écart de C et de T la limite 
inférieure e = (C', T’) de Pensemble des valeurs de d. Ce nombre sera lui méme 
positif ou nul. 

Simplification du caleul de Vécart. Avant d’étudier les propriétés de ce 
nombre, il nous sera utile de montrer qu’on peut simplifier le calcul de e en 
restreignant le nombre des valeurs de d dont il est la limite inférieure. 

Observons tout de suite que si l’une des courbes C ou I, C par exemple se 
réduit & un point A, la quantité d est, dans un systéme de représentations quel- 
conque de C et de I, le maximum de la distance de A A un point quelconque 
del. Done e=d; en particulier, on voit que pour calculer d on peut tou- 
jours se restreindre au cas od la représentation de I’ est normale si I n’est pas 
aussi réduite 4 un point. 

Supposons maintenant qu’ aucune des courbes C' ou T ne se réduise A un 
point; je dis que e sera égal a la limite inférieure e’ des valeurs de d qui cor- 
respondent seulement aux représentations normales de C et de I’ simultanément. 


* On pourra donc appliquer les théorémes énoncés dans les Comptes-Rendus du 20 Mars 1905. 
Sur la notion d’écart dans le Calcul fonctionnel. ° 
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En effet, considérons un systéme (4), (5) de représentations quelconques de C et 
de [. Ona vu qu’on peut trouver deux fonctions a(t), a(t) continues allant 
sans jamais décroitre de 0 A 1, a(t) et a(t) ne restant respectivement constants 
que dans les intervalles od il en est respectivement de méme de f, g, h et 
$¢,¥,x- On avu aussi qu’on pouvait alors former des fonctions f,, 9,, hy; 
$,, Vo» X uniformément continues entre 0 et 1 et telles que 


Ala] =f(t), 9Le(t)] = 9(t), h,[a(t)] = A(t), 
$, [2(t)] = o(t), v(t), = x(¢t)- 


Posons maintenant : 


les fonctions a,(t) et a,(¢) seront des fonctions de ¢ qui sont continues toujours 
croissantes de 0 A 1 et qui tendent uniformément vers a(t) et a(t). Des lors 
puisque les formules 


y= 
v= y¥=¥,(%), 


doivent fournir une représentation normale de C et I’, il en sera de méme des 
formules : 


«= fi[a,(t)], ¥=9[4,(4)]; z=h,[a,(t)] 
«= $,[2,(t)], y=¥,[2,(4)], z= x,[2,(¢)] 


Soit 5, (t) la distance de deux points correspondants dans cette correspondance 
particulitre ; d, son maximum, 6 et d les quantités analogues dans les représen- 
tations (4), (5). Les identités (6) et le fait que a,, a tendent uniformément 
vers a, a, tandis que f,, ---, x, sont finiformément continues montrent que 
(¢) tend uniformément vers 6(¢). Autrement dit, pour n > p, on a: 


(t) —e<8(t) <8 (t) +e 
b(t)-e<d 


doi: 


quelque soit ¢ et par suite : 
di —e<d. 


Mais: d =e’, done: d> ec’ — quelque soit €, d=ec’. Mais d est une 
quelconque des quantités dont e est la limite inférieure ; done e=e’ ; comme 
on a évidemment e’ =e, onae=e’. 


z=h,(u) 
(0=u=1) 
z= 
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Nous pouvons aller plus loin encore. Au lieu de prendre pour calculer e 
toutes les représentations normales simultanées de C et de T, on peut prendre 
pour C une représentation normale fixe, faire varier seulement la représentation 
normale de [et prendre la limite inférieure des quantités d ainsi obtenues. En 
effet, supposons que les formules (4), (5) donnent une représentation normale 
simultanée de C' et de I’, choisie une fois pour toutes. Pour avoir toutes les 
autres, il suffira d’y remplacer f(t), g(t), A(t) par: 7,(t)=f[A(4)], 
hy Jet (0), H(t), par 
v(t) = x(t) =x[e(t)] of A( et w(t) sont deux fonctions de 
continues et toujours croissantes de 041. Orsi l’on pose u = A(t), la fone- 
tion inverse ¢ = A,(u) sera aussi continue et croissante de 0 a 1 et il en sera de 
méme de la fonction = 

Dés lors, on aura: 


VLA) (OV? + La (O— + — (6) 


pour v= (ft) et par suite le maximum de ces deux quantités sera le méme lorsque 
t variant de 0 a 1, wu varie aussi de 0 4 1. Autrement dit, le maximum d 
obtenu dans la correspondance normale quelconque est égal 4 l’un de ceux 
que l’on obtient ‘en laissant la représentation normale de C fixe et en faisant 
varier la représentation normale de [° qui pourra ¢tre en particulier la 
suivante : 


c= [0(u)], y= [9(u)], z=x[9(u)] (oSu=1). 


Propriétés de Vécart. 


THEOREME 1. La condition nécessaire et suffisante pour que deux ares de 
courbes continues coincident est que leur écart soit nul. En effet, si les deux 
courbes (’, [' coincident, on peut leur donner la méme représentation paramé- 
trique ; donc l’une des quantités d dont leur écart e¢ est la limite inférieure sera 
nulle. Par suite e est aussi nul. 

Réciproquement, supposons que l’écart e de deux ares Cet T soit nul. Si 
Yun de ces ares, C par exemple, se réduit A un point A, on sait que e est le 
maximum de la distance de A aux points de [. Done I se réduit aussi au 
point A. Supposons maintenant que ni C, ni Tne se réduisent A un point. 
Alors, nous avons vu que e sera la limite inférieure des quantités d obtenues en 
prenant pour C une représentation normale fixe (4) et pour I la représention 
normale : 


[O(t)], y=w[O(t)], (o=t=1), 
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ot @ est une fonction de ¢ continue et toujours croissante de 0 4 1 et od pour 
@(t) = ¢, on obtient une représentation normale fixe de 

Si e est nul, ou bien l'une des quantites d est nulle et alors C est identique 
a’ IT, ou bien Von peut trouver une infinité de formes de la fonction @: 
telles que les valeurs correspondantes de d: d,, 
tendent vers zéro, On aura done, quels que soient ¢ et n: 


Par conséquent $[@,(f)], ¥[@,(4)], x[@,(4)] tendent uniformement vers 
F(t), g(t), h(t). Cela prouve done que tout point de C est sur [; en effet 
pour une valeur arbitraire fixe de ¢: ¢,, @,(¢,) reste comprise entre 0 et 1, 
on peut done prendre dans @,, @,, --- une suite @,, 6,,, --- telle que 
6,,.(t,), 9,,(4,), tendent vers une limite déterminée p. Alors on a: 


(tz) = lim $ [6,,(4)] = $(e) 


et de méme: 


h(t,)=x(p) 


ce qui prouve notre assertion. Inversement puisque C et I jouent un réle 
symmétrique, tout point de T est sur (’. Ainsi C et I sont formées des mémes 
points de l’espace, mais il faut montrer que ces points sont rangés dans le méme 
ordre. 

Pour cela, rangeons dans une suite déterminée: ¢,, ---, ensemble 
dénombrable EL des nombres rationnels compris entre 0 et 1. Je dis d’abord 
que l’on peut extraire de la suite 0,, --- une suite 8, --- qui soit con- 
vergente en tout point de /. En effet, les nombres @,(¢,), 6,(¢), --- peuvent 
étre considérées comme les abscisses de points compris entre 0 et 1, points qui 
ont au moins un point limite p(/,). On peut done former une suite 0", 0), --- 
qui converge vers p(¢,) pourf=f,. Mais, dans cette nouvelle suite, on pourre 
de méme trouver une suite 0°’, @°', --- qui converge vers un certain nombre 
p(t,) pour =f, et qui continuera i converger vers p(f,) pouré=¢,. Et ainsi 
de suite. 

---, --. elle est 


Si nous considérons maintenant la suite S: 62, 


formée A partir du rang x de termes qui figurent tous dans la suite 6", 0”, -- 


Par conséquent la suite S converge vers un certain nombre p(¢,) quelque soit 
n, comme nous voulions le montrer. La fonction p(¢) qui jusqu’a& présent n’est 
définie que dans EF, n’est jamais décroissante dans EH. Car si ¢t;>¢,,0n a 
quel que soit n: — 0" (t,) > et a la limite p(t;)—p(t,) =O. Tlen 
résulte que si ¢ est un nombre quelconque compris entre 0 et 1, les valeurs p(t;) 
(toutes comprises entre 0 et 1) pourront se ranger en deux classes correspondant 


aux valeurs de p les unes inférieures, les autres supérieures 4 ¢ et les valeurs de 
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la premiere classe seront inférieures aux valeurs de la seconde. Appelons 
p(t—0O) et p(t +0) la limite supérieure des premiéres et la limite inférieure 
des secondes. Enfin posons pour simplifier : = D’aprés ce qui 
précéde, on aura évidemment quel que soit 7: 


f(t) = lim $[ A, (4) ] p(t;)] 
et par suite quelque soit ¢: 


J(t)= o[p(t—9)] = o[p(t+ 9)]. 


Si je démontre que quelque soit ¢, ona: p(t—0)=p(t+0) la fonction 
@(t) qui sera égale 4 cette valeur commune quelque soit ¢ sera évidemment 
croissante et continue de 0 A 1 et telle que: 


F(t) = A(t) =  (ost=1) 


ce qui prouvera que C et T sont identiques. 

Or supposons qu’il existe une valeur ¢ de ¢ telle que p(¢—0) + p(€+0), 
et soit ~ un nombre queleonque compris entre les deux précédents. Si ¢; et 
t/ sont deux nombres rationnels compris entre 0 et 1, l’un inférieur 4 &, l’autre 
supérieur on aura: 


lim A,(t;) lim A(t )=p(F4+0). 


Done pour x > p: 
A(t )<p(S-O) +e, A,(t) > 0) 


En prenant € assez petit le nombre wv sera compris entre p(¢—0)+e et 
p(¢+0)—e. Par suite, il y aura une valeur &”), de ¢ comprise entre 
telle que la fonction continue croissante X, prenne la valeur 2X, ( &;",) = u, dod: 


Lorsque x croit indéfiniment les points &/°, ont au moins un point limite &, , 
compris entre et done: 


Faisons maintenant tendre et vers on aura : 


=lim f(€,.) =f($) = ¢[e(S—9)] =o[p($ +9). 


et de méme: 


=xLe($+0)]. 
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I] en résulte que quelque soit le nombre uv compris entre p(¢— 0) et p(+0), 
les fonctions ¢(u), W(u), conservent chacune une valeur constante. 
Done la représentation (5) ne serait pas normale ce qui est contraire A Phy- 
pothése. Ainsi C et I sont bien identiques. 

THEOREME 2. Etant donnés trois ares de courbes continues queleonques 
C,, C,, C3 on a toujours la relation suivante entre leurs écarts 


(C,, G) + (G, G). 
En effet, considérons trois représentations queleonques de C,, C,, C,: 


f,(t), y= 9,(t), zaxh,(t), (O=t=1) (i=1,2,3). 
Ona: 


VS; + (h, + (9-93) + (h, hs)? 
+ +> (9: Is)" + (A, —h,). 


Appelons d,, d,, d, les maxima respectifs des trois radicaux quand ¢ varie. 
On aura quel que soit ¢: 


— + (h, —h, Psd, + 


par suite le maximum d, du premier membre sera au plus égal A d, + d,. 
D’ailleurs quel les que soient les représentations adoptées, on aura: d,=(C,, C,) 


et par suite : 
(C,, C,) <d, + 


Le premier membre est fixe, le second a pour limite inférieure (C,, C,)+(C,, C,), 
la proposition est done établie. 


Limite de courbes continues. 


I] est A peine utile de faire observer Fanalogie entre la notion de distance de 
deux points et celle d’écart de deux courbes, qui est mise en évidence par les 
théorémes 1 et 2. Nous profiterons de cette analogie pour définir ainsi la limite 
d’une suite de courbes : Nous dirons qu’une suite dares continus 


C, G 


a pour limite un are continu C lorsque Pécart (C, C,) tend vers zéro avee 1]n. 
Les théor®¢mes 1 et 2 montrent que cette définition satisfait aux deux conditions 
suivantes: 1° si C,, C,,---, C,,--- sont des courbes continues identiques A 
une méme courbe C, elles ont pour limite C; 2° si C,, C., C,,---, C., --- ont 
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une limite C, toute suite infinie extraite de la premiére en conservant |’ordre 
tendra aussi vers C’.* 

On peut ramener cette définition 4 la définition ordinaire au moyen de la pro- 
position suivante : 

THEOREME 3. La condition nécessaire et suffisante pour qu’un are continu C, 
tende vers un are continu déterminé C lorsque n croit indéfiniment, est que, quelle 
que soit la représentation paramétrique de C: 


(6) f(t), y= g(t), z=h(t) 
on puisse choisir celle de C: 
(7) waft), y=g(t), z=h,(t) (0=t=1); 


de fagon que f., g,,, h,, tendent wniformément vers f,.g, h respectivement. 
En effet, on a en appelant d, le maximum de la distance 8 (¢) de deux points 
correspondants : 


(C, C,) =a, 


et comme 6, (¢) tend uniformément vers zéro, d, et par consequent (C’, C,) ten- 
dent aussi vers zéro. 

Réciproquement, la représentation de C étant fixée, en faisant varier celle de 
C,, on obtient différentes valeurs de d,, dont (C, C,) est la limite inférieure. 
Par conséquent, on pourra choisir la représentation de C, de facgon que l’on ait : 


1 
d, <(C, C,) + n° 


Et alors pour une telle représentation, on aura, 


1 1 1 


Done si (C, C,) tend vers zéro avec 1/n, les fonctions f,, g,, h, tendront uni- 
formément vers f, g, h. 

Remarque. On voit que si C, tend vers C (non réduit 4 un point), on peut 
établir entre les points de C, et de C une correspondance univoque et réciproque 
dans laquelle l’ordre soit conservé, de fagon que si MW, de C, correspond A M de 
C, M, tend vers M et cela uniformément. On peut se demander, ce que devient 
le point M, qui correspond A M dans une correspondance quelconque analogue A 
la premitre, en supposant toujours que C, tend vers C. Dans le cas ot C'se 


*On peut donc lui appliquer les théorémes ¢énoncés dans les Comptes-Rendus du 21 Nov. 
1904. Généralisation d’un théoréme de Weierstrass et du 2 Janvier 1905: Sur les fonctions limites 
et les opérations fonctionnelles. 
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réduit 4 un point, J, tendra encore vers ce point. Si C ne se réduit pas 4 un 
point, il en sera de méme de C, pour x assez grand; il y aura done parmi les 
représentations de C et C,, une représentation normale simultanée (6), (7) de 
Cet telle que g,, 4, tendent uniformément vers f, 7, h. On obtiendra 
une correspondance queleonque en remplagant dans f(t), g,(¢) et h,(¢): ¢ par 
@.(t) fonction continue et croissante de 0 4 1. Le point M, qui correspon- 
dra ainsi au point JJ de C donné par une valeur ¢ du paramétre, aura pour 
coordonnées : 


x=f[(O(t)], y=g,[8(t)], 


Lorsque x» croit indéfiniment ce point peut avoir un ou plusieurs points limites 
en général distinets de VW, mais: tous ces points limites sont des points deC. En 
effet, soit .V une point limite de J/,: on peut trouver n,, ,, --- tels que la 
suite VW, W,,,--- tend vers N. Mais, pour la valeur de ¢ considérée, les 
nombres (t), @,,(¢), sont les abscisses de points compris entre 0 et 1 
qui ont par suite un point limite @(¢). Il y a done dans @, (t), @,,(¢), --- 
une suite: @,(¢), (1); --- qui tend vers un nombre déterminé @(¢). Or 


Puisque jf, tend vers f uniformément le premier terme du second membre tend 
vers zéro. Il en est de méme du second puisque f(¢) est continue. Done 
JF, (9,,(6)] tend vers f[@(t)] ; de méme pour les deux autres coordonnées ; par 
conséquent les points Jf, J,,, --- qui tendent vers V, tendent aussi vers le 
point de C'de coordonnées : f [ @(¢)], Done Nest sur C. 

La réciproque de cette proposition n’est pas vraie: tout point de C west 
vas nécessairement point limite de points M,.  Ainsi prenons en particulier 


pour @ (¢) une fonction continue croissante de 0 4 1 mais qui tend vers 0 pour 
+ 1etvers1 pourf=1. Alors on voit que l’on établit entre C et C, une 
correspondance telle que tout point M, de C, correspondant 4 un point M fixe 


ona: 
ad 
“h 
4 
' 
¢ 
B, 
4 
1 1) 
Z 
7) A 
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quelconque de C tend vers l’origine de l’are C, sauf si M est l’extrémité de C, 
cas oi VM, tend vers cette extrémité. [I] suffit pour construire les fonctions @, , 
de considérer |’équation y = (x) comme l’équation dans le plan Oxy de la 
ligne brisée 0B, A ot A est un point fixe de coordonnées (1, 1) et oi B, est 
un point du triangle rectangle 0.4’ A tendant vers le point A’, (1, 0).] 

TuforrME 4, La condition nécessaire et suffisante pour qu’ un are continu 
C,, tende vers un are continu déterminé C lorsque n croit indéfiniment est que, quel 
que soit €, on puisse trouver un nombre entier n tel que quel que soit Pentier p 
Pécart (C,,, C,,,,) soit inférieur ae. 

Cette condition est évidemment nécessaire, car si C, tend vers un are continu 
C, on pourra prendre un entier g tel que l’on ait (C, C,) <e/2 pourn>g. 
Alors on aura : 


€ 
(C,; Cir») (C, C,) + (C, C )< 4 


n+p 


quel que soit p pour 

Réciproquement, supposons qu’une telle condition soit vérifiée. Alors quel 
que soit l’entier x, on poutra trouver un entier croissant 7, , tel que l’on ait quel 
que soit p: 


1 


Appelons [, la courbe C,, ; on voit que l’on aura quels que soient n et p: 


1 
< n>” 
Ceci étant, choisissons les représentations paramétriques de T,, T’,, ---; on sait 
qu’étant donnée la représentation d’une are continu [,, on peut toujours choisir 
celle de I, de fagon qu’en appelant d,, ,,, le maximum de la distance de deux 
points correspondants, on ait : 


1 
n+1 < (Tos + n2 
Nous pourrons ainsi choisir successivement les représentations de T’,, T,, -- - 


de facon A satisfaire 4 cette condition et par cons¢quent A: 


2 


d,,, n+1 n 


D’ailleurs, on aura évidemment par un raisonnement analogue a celui employé 
pour le théoréme 2: 


quels que soient n et p et par suite : 
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9 


d 


p, étant le reste de la série dont le terme général est 2/n’. Si done la repré- 


sentation choisie pour I’) est : 


f(t), y=9,(t), 


on voit que l’on aura quels que soient n et p: 


| 


n+p | 


<P,; Inip | < Pus [A,—h|<p, (O0StS1). 


p, ‘tant un nombre indépendant de ¢ qui tend vers zéro avee 1/n. Par consé- 


quent g,, 4, convergent uniformément vers trois fonction continues g, h 
(d’aprés un théoréme connu de Caucuy). Des lors tend vers un are con- 
tinu T. Alors il en aussi de méme des courbes C,, C,,---. En effet, on a: 


(T,C,)s=(T, +(¢C,, 


Done en prenant p> +, et 7, assez grand, on pourra rendre chacun des deux 


derniers termes plus petit qu’une quantité arbitraire donnée. Parsuite(I', C,) 
tend vers zéro: il est bien démontré que C, tend vers un are continu quand p 
croit indéfiniment. D’ailleurs il pourra fort bien arriver que cet are soit réduit 


i un point. 


Ensembles compacts. 


Nous dirons qwun ensemble £ d’ares continus est compact s’il ne comprend 
qu’un nombre fini d’éléments ou bien, dans le cas contraire, si tout ensemble H 
formé d’une infinité de courbes de E admet au moins une courbe limite.* I 
est entendu qu’un ensemble HT admet une élément limite I, s’il existe dans H 
une infinité d’éléments distinets : C,, C,, C,, «++ qui tendent vers 

Nous allons maintenant chercher la condition pour qu’un ensemble de courbes 
soit compact. Pour y arriver nous introduirons indice de compacité dun 
ensemble de courbes: Nous appellerons ainsi un nombre v égal a zéro si l’en- 
semble / considéré ne comprend qu’un nombre fini de courbes distinetes et défini 
ainsi dans le cas contraire: Soit S ute suite infinie de courbes distinctes 


C,, C,, «++, de Pensemble appelons e, la limite supérieure des écarts 
(C,, C4), (Gi, Cons), «++ et Ay la plus grande des limites de e,. Si H est un 


ensemble formé d’une infinité de courbes de E, A toute suite infinie S contenue 
dans H correspondra un nombre déterminé A, et nous pourrons prendre la limite 
inférieure des nombres A,. Par définition, ’indice de compacité de sera 
la limite supérieure v de w,, quand H est queleonque dans FE. Les quantités 


€, As, #y,¥ sont dailleurs positives on nulles, finies on infinies, mais bien 


n? 


déterminées. 


* Voir la note déja cit¢e des Com ptes- Rendus du 21 Nov., 1904. 
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THforeMeE 5. La condition nécessaire et suffisante pour quwun ensemble E 
dares continus soit compact est que son itdice de compacité soit nul. 

La condition est nécessaire. En effet, si / n’a qu’un nombre fini d’éléments, 
v est nul par définition. Dans le cas contraire, quel que soit HT dans £, il y a 
une suite convergente S de courbes de // et d’aprés le théor®me V, on aura 
évidemment A, = 0 Alors étant constamment nul, sa limite 
supérieure v sera aussi nulle. 

Réciproquement supposons nul Vindice de compacité de On bien 
n’a qu’un nombre fini d’éléments et alors c’est un ensemble compact, on bien 
#,, sera nul pour tout ensemble H formé d’une infinité de courbes de . Con- 
sidérons Yun queleonque d’entre eux; je dis qu’il admet une courbe limite 
(ce qui suffit pour démontrer le théoréme). En effet, dans le cas contraire, il 
n’y aurait aucune suite infinie S de courbes de H telles que A, soit nul. 
Puisque la limite inférieure v des A, est nulle, il faut done que quel que soit le 
nombre positif €,, on puisse trouver dans une suite S, telle que 0 < As, < 
Mais S, étant formée d’éléments de E,, on a ws, = 0 et le méme raisonnement 
s’applique 4 S, comme A HT» S, n’admet aucune limite sans quoi il en serait de 
méme de JT, On peut done trouver dans la suite S,: CY, CY, 
une suite infinie S, de courbes: CY, CP, CP, ---, C,--- telle que 
0 <Ax <e,. On peut méme supposer que les éléments de la suite S, se trou- 
vent disposés dans le méme ordre que dans S,._ On pourra répéter le méme raison- 
nement sur S, et ainsi de suite. On formera ainsi des suites S,,S,,---, S.,--+ 
telles que A, <e, quel que soit x. Prenons par exemple €, = 1/n et considérons 
la suite S: CYP, CYP, CY,---, CW, ---. A partir du rang n, elle est formée 
éléments qui figurent tous dans S, et dans le méme ordre. On en déduit 
facilement l’inégalité A, =A, quelque soit n et par suiteA,=O. Done il y 
aurait dans HT une suite S telle que A, =0; nous arrivons ainsi 4 la contra- 
diction annoncée. 

Remarque. C’est i M. Ascott que revient le mérite d’avoir trouvé le pre- 
mier une condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble de courbes con- 
tinues soit compact.* Mais la condition que nous avons donnée au théor’me 5 
nous parait pr¢ferable au point de vue théorique. En effet, il est nécessaire de 
connaitre une représentation paramétrique déterminée des courbes de ensemble 
pour s’assurer si la condition de M. Ascoxti est satisfaite. Au contraire, il 
suffit pour calculer notre indice de compacité de connaitre l’ensemble des 
valeurs des écarts des courbes de EF deux i deux. Toute autre indication sur 
la forme ou la position des courbes de E est superflue pour ce calcul. Nous 
n’utilisons done que des éléments géométriques et seulement ceux qui sont 
essentiels. 

PARIS, Mai, 1905. 


*G. ASCOLI, Sulle curve limite di una varieta data di curve, Accademia dei Lincei, 1884. Voir 
aussi: C. AKZELA: Funzioni di linee, Accademia dei Lincei, 1889. 


ON A CERTAIN SYSTEM OF CONJUGATE LINES ON A SURFACE 
CONNECTED WITH EULER’S TRANSFORMATION* 


BY 
JOHN EIESLAND 


In a paper published in vol. 26 of the American Journal of Mathe- 
matics I have proved a number of theorems concerning curves and two-dimen- 
sional surfaces in five-dimensional space which belong to a so-called asymptotic 
complex whose lines satisfy the differential equations 


(1) dx, wv, dx, — 2, dx, dx, x, dx, = 0 
dx, dx, + dx,dx,= 0. 


If (w) and (v) are the codrdinate lines on a surface belonging to such a com- 
plex,+ and if we make use of the transformation ¢ 


P, P, 


where X,, X,, X,, P,, P,, —1 are the codrdinates of a surface-element in 
ordinary space, we obtain, as I have shown, a surface in three dimensional space 
on which the lines (w) and (v) are asymptotic lines. 

The geometry of asymptotic complexes is thus seen to be closely connected 
with the general theory of surfaces; in fact, in five dimensions, to any geometric 
property of a two-dimensional point-manifoldness belonging to an asymptotic 
complex corresponds a property of surfaées in ordinary space. 

In the first part of this paper it is shown that a certain single projective 
transformation of the complex (1) will lead to EULEr’s classical transformation 

* Presented to the Society under a slightly different title at the Boston summer meeting, 
September 1, 1903. Received for publication October 24, 1903, and April 10, 1905. 

+ A surface is said to belong to the complex (1) whenever the linear tangents along the u and 
v lines are lines of the complex. 

} This transformation, which was used by LIE, when generalized for 2r-+- 1 variables estab- 
lishes a correspondence between two spaces M2,;1 and M, of such a nature that the projective 
group of the linear complex dz2,1 + =(a,dr,—2, dx, )==0 becomes a group of irreducible 
contact-transformations in the space M,. See Lie, Theorie der Transformationsgruppen, Abschnitt 
Il, p. 522. 
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in three-dimensional space. This transformation, moreover, transforms the 
asymptotic lines on a surface into a definite system of conjugate lines having a 
well-defined geometric property which characterizes the system. I have called 
these lines Huler’s lines, since they are inseparably bound up with the transfor- 
mation that bears his name. 

The problem to find all surfaces such that EULEr’s lines are lines of curva- 
ture is then considered, and it is found that the determination of such surfaces 
leads to the integration of a partial differential equation with equal invariants 
and quadratures. It follows as an immediate corollary that on these surfaces 
the lines of curvature correspond to asymptotic lines on the transformed surface 
by EvuLer’s transformation. 

While in Lir’s sphere-geometry asymptotic lines correspond to lines of eurva- 
ture by virtue of the well-known contact-transformation that transforms all the 
co‘ lines in space into oo‘ spheres, in the case of EULER’s transformation such 
correspondence is established only in the case of certain surfaces. It is also 
worthy of notice that while in Lir’s sphere-geometry to a real surface corre- 
sponds in general an imaginary surface (the sphere being imaginary), in EULER’s 
transformation corresponding elements are either both real or both imaginary.* 

The second part has been devoted to the geometrical definition of EULER’s 
lines and the derivation of their differential equation from this definition. 

In the third part it is shown that EULER’s transformation is only one among 
0" which change asymptotic lines on a surface into EULER’s lines on the 
corresponding surface. A group of contact-transformations leaving EULER’s 
lines invariant is also considered, and it is shown that it contains oc" such 
transformations. 


Part 1. 


Let there be given in the space J/, a two-dimensional surface belonging to 
the complex 


(3) dx, + + x,dx,—x,dx,=9, 


and let it be written 
(4) = ,(u,v) (¢=1, 2, 8). 


The following conditions must evidently be fulfilled : 


od, og, od, Ch, og, 

+ ¢, — ¢, + , — $5 0, 
©) 

Ov + $2 Ov + Cv 


* See LIE, Geometrie der Beriihrungstransformationen, vol. 1, pp. 411-480. 
Trans. Am. Math. Soc. 31 
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Using the transformation (2) we obtain in the space J, a surface 


X, = ¢,, X, = $,, = + + $5, 


which is the image of the surface (4) considered as a point-locus in M,. If the 
complex (3) be asymptotic, that is, if the additional Monge equation 


dx, dx, + dx,dx, = 0 


be satisfied, and if the surface (4) belongs to this complex, we obtain, as I have 
proved in the paper mentioned above, a surface in J/, on which (w) and (v) are 
asymptotic lines. The analytical conditions which must be satisfied by the fune- 
tions ¢, are, besides (5), the following 
0b, 2b 2b, 24, _ 
Cu Cu * Cu Ou cv cv ov Cv 
a Pa) ry a 
Cd, Od, Cb; Obs _ 


Cu ev Cv Cu 


(6) 


From this it may be proved that the coordinates ¢, and ¢, must satisfy the dif- 
ferential equation with equal invariants * 


: 1 
(7) cCuc +3 


cv 


where 


Conversely, whenever particular solutions ¢, and ¢, of this equation can be 
found, the other functions ¢,, ¢, and ¢, can be obtained by quadratures and the 
corresponding surfaces thus be determined$. It may also be proved that to 


* A partial differential equation of the second order 


~ 
cuce cu cu 


is said to he one of equal invariants whenever 


ea ob 
-+-ab—e—~- + ab—e. 
cu co 


See DARBoUX, Théorie des Surfaces, vol. II, chapter 2. 
+ It should also be noticed that that the function X, — ¢, ¢, + 4, satisfies (7). 
t American Journal of Mathematics, vol. 26, pp. 130-134. 


6 

og = 0 
| 

~ ~ 

od, od, 

Ou Ov 

R = 

od, od, 

Ou Ov 
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any surface in Jf, referred to its asymptotic lines corresponds in /, a two- 
dimensional surface belonging to an asymptotic complex. 

Closely associated with an asymptotic complex is a complex defined by the 
equations 


dx, + x, dx, — x, dx, + x,dr, — v,dx,= 0, 
(8) 


dx, dx, — dx,dx, = 0; 
in fact, if we employ the transformation 


2 
(9) %,=—22,, 1 = 2,, X= 2,, 


we obtain an asymptotic complex. In the space /, this transformation is equiv- 
alent to the well-known EULER’s transformation * 


(9°) XxX); X, P,, P,= P,, X, = X, = > 


which transforms the surface-elements of J, into the surface-elements of the 
corresponding space J/,; moreover, it is a contact-transformation, since 


(10) dX, — P,dX, — P,dX, = dX, — P,dX, — P,dX,,. 


Let there now be given a surface in J/, belonging to the complex (8). We 
have 


o¢, og, o¢, Of, _ 
+ Cu Cu + Ou — $35 Cu 0, 
5 1 2 
a2, 2h _ 28 2H, 26, _ 24,08) _ 


Cu Cu Ou Cu Cv Ov Ov Ov 
In order that dd, shall be an exact differential, we must also have 


Og, Of, Of, Ob, 0G, °%, _ 9 


Cu Ov Ov Cu Cu Ov Cv Cu ‘ 


which, by the aid of the two equations (12), reduces to the form 
(24, 26 _ 24, 2H) _ 
Cu Ov Ov Cu Cu ov ov cu) 


* See, for example, LIE, Beriihrungstransformationen, p. 645. 
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We shall assume that the second factor is different from zero,* so that we may 
put 


(13) og, og, og, og, 


Cu Ov Ov Ou” 
which may be replaced by the equivalent one 


24, Od, | _ 


Cu cv Cu Cv 


(13°) 


obtained by eliminating ¢¢,/€v and 0¢,/Cv from (15) and the second of (12). 
If now we transform the surface x, = $, (uw, v) by the transformation (2) we 
obtain in M,a surface on which (u) and (v) are conjugate lines. In fact, 
introducing the codrdinates of J, in (13’) we get 
OX, OP, oX,oP, 0 
cv cu cv cu 


’ 


which is the condition that (w) and (wv) shall be conjugate lines. Hence the 
THEorREM. To a surface in M, belonging to the complex 


dx, + u,dx,— dx, + 
dx, de, dx, dx = 0 
4 
corresponds by virtue of the transformation 


P 


= 2 


9° = Xos + 4,2, + 2, = X, 


a surface in M, on which (u) and (v) are conjugate lines. 

Suppose now that J/, be a space with codrdinates ¥, and let a one-to-one cor- 
respondence be established between it and the space /, by means of the trans- 
formation (9). Since the complex (8) is transformed into an asymptotic complex 
in 1, any surface belonging to the former is transformed into a surface belong- 
ing to the latter, and conversely; hence, if we obtain the images in W/, and M, 
of the respective surfaces S, and S,, using the transformation (2), these will be 
of such a nature that EULEr’s transformation transforms S, into S, and, more- 
over, to the conjugate lines on S, correspond asymptotic lines on S, and con- 
versely, so that we may say: 


By means of Euler's transformation a one-to-one correspondence is estab- 
lished between two spaces M, and M, such that all the surfaces S, in M, whose 
images in M, are surfaces belonging to the complex 


*It may easily be proved that if this factor vanishes the surface x; — 9; (i—1,---, 5) will 
degenerate into a curve ; hence the assumption. 
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dx, + x,dx, —x,dx, + x,dx,—x,dx,=9, dx, dx, — dx,dx,= 9, 


are transformed into surfaces in M, whose images in M, are surfaces belong- 
ing to an asymptotic complex. To the conjugate curves (u) and (v) on S, 
correspond the asymptotic lines (u) and (v) on S,, and conversely, to the 
asymptotic lines (u) and (v) on S, correspond a set of conjugate lines (u) 
and (v) on S,. 


If now we put 


o¢, 

Ou 
14 R= 

Cu Cv 


og, 
(15) Cu Cu’ ft Cv’ 

og, 

Ou Cu ov ov 


Eliminating 0¢,/0u, 0¢,/0v, O>,/Ou, we find that ¢, and ¢, must sat 
isfy the differential equation 


dudv * 2 dv ng du 2 du ov 


Conversely, if we know two particular solutions, ¢, and ¢,, of this equation, ¢, 
and ¢, may be obtained by quadratures from (15) and (16) and ¢, likewise from 
(11).* The surface 


(18) X, = $5 X,= X, = + $, >, + 


has (w) and (v) for conjugate lines and is transformed by EULER’s transforma- 
tion into a surface on which (w) and (v) are asymptotic lines. 

Since the surface (18) is referred to a set of conjugate lines the differential 
equation of its asymptotic lines must take the form + 


Adu? + = 0; 
in fact, we find by an easy calculation that this equation is 


06, 24, 2b, 
Cu Ou ov 


* It may also be shown that the function %, + ¢,¢, — ¢, ¢, satisfies the above equation. 
t See DaRBoux, Legons, vol. 1, p. 139, § 110. 


(19) du? + 


a 
the conditions (12) and (13’) may be written 7 
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Example 1. Let R= const., then $, = and 
$,=p,(u)+o,(v). From (15) we find that ¢, must have the form 
= cc,(u+v); likewise from (16) we get and from 
(11) 

+ $,$, + = f du + 4ce, 


If now we put 


fedu=—F(w), c=k, 


we obtain in VW, the surface 
kh 
(20) X, FF’), X,=-—uF’-vF (+ F4+F,. 
By means of EvuLeEr’s transformation we obtain the surface 


(21) 


which may also be obtained directly by considering a translation surface in MV, 
belonging to an asymptotic complex.* Darsoux 7 has derived the same sur- 
face by a different method. 

The equation of asymptotic lines reduces in the ease of the surfaces (20) to 


the form 
du? — (v)dv? = 9 


which may be integrated by quadratures; it follows, therefore, that the corre- 
sponding set of conjugate lines on (21) may be so obtained. t 

If we take note of the fact that the surface (20) is the most general form of 
a translation surface whose generating curves are in planes forming a constant 
angle 0 = tan 8/:/(k* — 16) with each other, we have the 

THEOREM. The asymptotic lines of all translation surfaces whose generat- 
ing curves lie in two intersecting planes may be found by quadratures. If 
k= 4, the planes are perpendicular to each other for which special case this 
theorem has been proved by Brancut. § 


*American Journal of Mathematics, vol. 26, p. 131. 

t Legons, vol. 1, pp. 141-142. 

{ As is shown by DARBOUX’s method the lines (u—v)/k—a, (u+v)/2— 8 arealsoa set 
of conjugate lines which may be constructed by KoOENIG’s method. On all surfaces (21) we 
know therefore two different sets of conjugate lines. 

¢ Lezioni di geometria differenziale, p. 111 ; German edition, p. 113. 
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Example Wl. Let R=1; 
and 


$, + $1, + —4f$,(v) de. 
In M, we get the cylinder 
(22) X,=u—v, X,=u+vr, 3= 
whose elements are v = const. In M, we obtain the ruled surface 
X, = 24,(v), X,=u+v, 


on which (w) and (v) are asymptotic lines. In this case then we observe that 
to the lines of curvature (w) and (v) on the cylinder correspond asymptotic 
lines on the ruled surface (22’). 

This particular example raises the question whether it is possible to determine 
all the surfaces on which there is a one-to-one correspondence between lines of 
curvature and asymptotic lines by virtue of EULER’s transformation. To do 
this we must introduce the condition that the conjugate lines shall be at right 
angles. We find 


(23) P= (14 


eg, og, — 0 


Cu ov” 


+ (1+ 495) 


which by virtue of (14) may be written 
(24) (1 + 4¢7)R* — (1 + 465) = 0. 


This equation may be satisfied if we assume ¢, and ¢, fun tions of only one 
variable, but we shall exclude this case, since the surface then degenerates into 
acurve. Introducing the value of 2 obtained from (24) in (15), we obtain the 
two equations 

ral 
(26, +1 1+ 443) = 


Cv 


A 
}~ log (26, + 1.1 + 44?) = 


Ov 
from which we obtain the following differential equation for ¢,, 


| 1 


log 


dudv dy 1+4¢? 


(25) 
Cg, 
44° log — 1 
Cv 
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When simplified, this becomes 


46, 04,24, _ 
Cudv 14465 Ov Ou’ 
which integrated gives 

4p(u)o(v) 


Substituting this value in (25) and integrating, we also find 


p and o being arbitrary functions of uw and v respectively. The value of 7? is 
now found to be 
1+ 
r+? 


In order to find ¢, and ¢, we substitute this value of #2 in (16) and eliminate 
O¢,/Cu and O¢,/Ov. We obtain a differential equation of the form 


ca'(1—p') pp(i—ct) 94, 4 


(p> + o7)(1+ Cu * (p?+ o7)(1+4 o*p*) Ov 


which has equal invariants and of which we know one particular solution, ¢,, as 
may be easily verified. Having obtained a particular solution ¢, (different from 
¢,) we may obtain ¢, from (16) by quadratures and ¢, may then be found from 
(11) as before. We have thus found a surface on which the lines of curvature 
by Ev er’s transformation correspond to asymptotic curves on the transformed 
surface. 

If we put p(w)=u and o(v)=v, remembering that ¢, = XY, = X, and 
26, = P, = X,, we may state the preceding result thus : 

Tf a surface, referred to its lines of curvature, (u), (v), is transformed by 
EvuLer’s transformation into a new surface on which (u) and (v) are asymp- 
totic lines, the cartesian codrdinates X, and X, of the surface must satisfy 
the differential equation 


v(1—u') Ch u(1—v>") 0 
+ + wv’) Cu +v*)(1+wv’) dv 


Conversely, whenever two particular solutions, } and Xs of (26) can be 
obtained, a surfuce can be found such that Euler's transformation transforms 
the surface into a new surface on which the asymptotic lines (u) and (v) cor- 
respond to the lines of curvature on the original surface. 


a= 4po0 
~ 
cuc 
26 
(26) Cuc 
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There is one particular case not included in the above theorem, viz., when 
either p or o is a constant. We shall consider this case later. The case where 
R = const. was considered on p. 457, where for k = 4 lines of curvature on 
a cylinder were obtained. 

Surfaces of this class are, as a rule, transcendental. It is not at all difficult 
to obtain a particular solution of (26) differing from ¢, and depending on an 
arbitrary constant. In fact, putting 


(k= const. ), 
and substituting in (26) we obtain 
dé 
v(1— +u(l—v = 0, 


which may be satisfied by putting 


dé 


dw 1 — 


so that ¢, will have the form 


udu vdv 


We may now determine ¢, from (16) by quadratures. We find 


u? — + v? u + v 
$,= Auv + wae + |; 


so that we have the following functions 


—1 &k (1 + wv’)? 


¢, may then be calculated without difficulty from (11). In JZ we obtain the 
surface 


ik 


4 


4uv 


x, = tuv 


_ (wv? —1)(e — 


k tan uv 
8u?v" + 


dv 
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on which («) and (v) are lines of curvature. For / = 0 we obtain the quadric 
surface 2.X,X, =X, whose rectilinear generators are (u’v?—1)/4uv=w’, 
(u? — v*)/4uv =v’. Transforming (27) into J, we get the surface 
= w—wv k, 14+e¢° 
kw—v, (l—w)(1+ 2) 


on which («) and (v) are asy mptotic lines. For 4 = 0 we obtain the straight 
line = 0, = which is the transform of the quadric 2X, — X, =0. 

We shall now consider the case where 2 is 2 function of one variable only, 
say v. For this purpose it will be sufficient to put p= 1/Vc and o° = v"/c, 
so that #2 will take the form 


Introducing this value in (16) and eliminating €¢,/Cu and 0¢,/0v, we obtain 
the differential equation 


By integrating this we find, putting the arbitrary function of « which oceurs in 
the integral equal to wu, 


¢,= ur R+ fo, Rdv, 


and from (25) and (16), 


where o, is an arbitrary function of vy. The surface in J/, is 


fo: Rdv, 


uv (vi 
” Cc - 
Ve V(14+2)(e +2) v(1+v*) 


dv; 


a ruled surface on which («) and (v) are lines of curvature. It is, moreover, 
developable as may easily be proved by forming the differential equation of the 
asymptotic curve.* In J, we get the ruled surface, 

* Since 30, = 0, the differential equation (19) becomes 


Cd, 
2d’—0, 
cv ev 


which means that the surface is developable. 


e(1 
o¢ 
1 or —— — 
Cucv +3 Ov log Cu 0 
c v 1 u 
u 
1 R - 
*s 
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X= o = 
VR 


— 


uv 
Ve V(1+4+2*)(e 4+ 2v 


1 
v(1 +") 2 Rae, 


X, = 


3 


on which v = const. are the rectilinear generators and u = const. the family of 
asymptotic lines corresponding to the generators. It will be noticed that all 
the rectilinear generators lie in a plane parallel to the Y,X,-plane. For the 
special value c= 1, J? becomes equal to unity and we obtain in J/, a cylinder 


X,=u+o,, A, A, = &(v) 


whose elements are parallel to the plane _Y,=0. If we put o,(v) = —v’ this 
surface takes the form 


xX, XxX, =U + v Xx, ( v) 


which is the cylinder obtained on p. 457. The transform of this surface is the 
surface (22’ 


Parr 2. 


Since through any point on a surface there pass two asymptotic lines, and 
since EULER’s transformation establishes a one-to-one correspondence between 
the asymptotic lines on a surface in J/, and a set of conjugate lines on the 
transform in J/,, it is clear that this system must be a definite one of all the 
o0' pairs of conjugate lines that can be made to pass through a given point. 
The question is, therefore, what geometric property distinguishes this system 
from all the others. To answer this question we proceed as follows : 

Suppose given in Jf, any surface S, and let it be referred to a family of 
conjugate lines (w) and (v). This surface, considered as an ensemble of 00” 
surface-elements, will when subjected to the transformation (2) become a two- 
dimensional point-locus in MW, whose coordinates (w),(v) belong to the null- 


system 
* dx, + x,dx, —x,dxr, + 


If the codrdinates of S, be written 
(30) X,= 2, X, = X,=¢, 
the image in J, will be 


P ” 
C= 9 X, = ¢,, 
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P 


1 2\ 
9 X,— X,= 


and 
<i, 


Since (w) and (v) are conjugate lines, we have 


OX, OX, 
Ou 1 Ou 2 Cu 


(31) 
X P. OX, 


Ov Cv 


OP, 0X, 


(32) 


Cu Ov 
from which it also follows, since d.\,, must be an exact differential, 


OP,0OX, oOP,o0X, 


Ou Cv Ou 


(33) 0. 


We now put 
OX, OX, 


Cu Cv 


(34) Ri(u,v), R,(u, v), 


~ 


cu cv 


so that the equations (32) and (33) take the form 
(35) 


Eliminating 0X, /Ou, 0.X,/Ov from (84) and 0 P,/Ou, P,/Ov from (85), we 
find that X, and P, must satisfy the differential equation 


OR, OR, 


Cv Cu 


(36) 


Conversely, if two particular solutions of this equation can be found, we obtain 
from (34), (35) and (31) by means of quadratures a surface on which (w) and 
(v~) are conjugate lines. Now suppose, in particular, that — R,= R,= PR. 
Since #, and #, are the respective slopes of the tangents drawn to a point of 
intersection of the projections of any pair of conjugate lines on the X,X,-plane, 


4162 
where 
OX, 
OX,’ 
Pa) 
OX, 
+ F. 
3 
OP, 
0. 
Ov 
06 0 
Ou cv + R,— R,— ov 
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this relation expresses the geometrical property that the triangle formed by any 
pair of such tangents and either axis is isosceles.* 
The equation (36) may now be written 


But, since X,=¢,(u,v), and P, = 2¢,, this is the equation (17) on page 
455. We have therefore the 

THeorEeM. Jf a surface possesses a set of conjugate lines (u) and (v) such 
that the pair of tangents drawn to the point of intersection of the projection 
of the curves on the X,X,-plane form with either axis an isosceles triangle, then 
will EULER’s transformation transform it into a surface on which the asymp- 
totic lines correspond to this family of conjugate lines. We shall call such a 
set of conjugate lines Huler’s lines. 

The relation 72, = — 2, may be written 


OX, OX, 0X, oF”, 
Cu Ov Cu Ou 
from which, by the use of (32) and (33) we deduce the equations 
OX, OP, oX, 0 OX,0OP, oX, oP, 


Cu Cu Cu Cu Cv ov Cv Ov 


=Q. 


That is to say, the image of the surface in JZ, belongs to the complex (7) which 
we shall call a conjugate complex. Conversely, the relation 2, = — Q&, is satis- 
fied for all surfaces in J/, whose images in J, by the transformation (2) belong 
to a conjugate complex, so that we may say: 

The necessary and sufficient condition that a surfuce in M, referred to a set 
of conjugate lines shall have as image in M, a surface belonging to a conju- 
gate complex is that the conjugate lines shall be a family of EULER’s lines. 

Let there be given on any surface in /, a system of lines satisfying the dif- 
ferential equation 


(37) dX,dP,—dX,dP,=0, 


which expanded may be written 


* This may also be expressed thus: The conjugate lines, when projected on the X, X,-plane 
form infinitesimal parallelograms whose areas equal 


OX, OX, 
2q 

udv ; 
ov 


this may easily be proved geometrically. 


cu cu cv 
| 
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ap VY AP 
ON, ol OX, OP, 

Cu Ou Cu Cu 


OX, OP, OX, OP, OX, OP, X, OP, 


Cv Cu Cu ev «Cu Cu v 


aP 0X, OP. 


Cv Cv Cv 


We shall investigate some of the properties of these lines. Since the differen- 
tial equation is of the second degree it is satisfied by an infinite system of 
curves ¢,=c,,,=¢,. Let us suppose that the surface be referred to this 


system; since now wv = const., v = const. must be integrals of the equation we 


have 
(39) OX, OP, OX, OP, OX, OP, 


OX. OP, 
Cu Cu Cu Cu cr Cv «Ov 


=(. 


But we also have 


Eliminating and 0.X,/0v we get 


OX,0OP, OX,0P, OP,0X, OP, 0X, 


Cu Ov Cu Cv Cu Cv Cu Ov 


(40) 
and eliminating 0 P,/Cu, 0 P,/Cv from equations (39) and (40) we obtain the 
equation 


Ou Ov Cv Ou Cu ev Cv Cu 


( OX,OX, OX, 0X, ) ( OoX,0P, oX,0 0 
If the second factor vanishes we find that combined with (39) it will cause 
the coefficient of dudv in (38) to vanish, in which case every line on the surface 
will satisfy the equation ; this can happen only for special surfaces. Excluding 
this case we have 


(41) 


OX,OX, 0X, 0X, 0 


Cu Ov cv Cu 
combining this again with the second of equations (39) we obtain 


OP, OX, OP, 0X, 


cu cv cu Cov 


0. 


This is the condition that (~) and (v) shall be conjugate lines. Moreover, 


oN, oN oN, oN. oN oN 
Cu Cu Cet cv Cv OW 
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these lines constitute a family of EuLEr’s lines, since the condition (41) is just 
the relation 2, = — 2,. Hence the 

TueoremM. an infinite family of curves $,=¢,, 6,=¢,0n a surface 
satisfy the differential equation 


OP, 0X, ) du’ 


~ 


Cu Cu Cu Cu 


(38) 


Cu cu cv ce Cu cu Cv 


OX OP. GX. COP. OX.CP, cX.0P 
CX, CP, _ OX, CP, eX, el ) 


cv cv cv CU 


then will these lines be a family of EULER’s lines.* 

Conversely, a family of EULER’s lines on « surface satisfies the differential 
equation (38). 

Proor. Let the curves be &, (u,v) =¢,, &,(u, v) = c¢,, which by hypothesis 
are EuLer’s lines. Introducing the curvilinear codrdinates =u, in 
the rectangular codrdinates of the surface, we have by hypothesis 


OP, OX, 


cu cu cu cv 
OX,OX,  oX,OX, 0 
ou’ Ou” 
to which we may also add the condition 
OP, OX, 
OP, 02 
1 1 2 2 
(43) tara = 


cv ou cv CU 


since dX, must be an exact differential also after the introduction of the new 
coordinates. The conditions (42) and (48) reduce to the following 


Cu cu Cu cu cv cv Cov ov 


Expressing 0P,/Cv', OX,/Cu, (i=1, 2) in terms of 
OP,/Cu, OP,/ov, 0X,/Cu, OX,/Ov, and &, and substituting in (43’) 
we get 


*If u and v area set of asymptotic lines on the surface this equation is simplified ; in fact, 
an easy calculation will show that it reduces to 
OP, OX, 


eu 


2X: 


du? + 


Cu ov Ov 


= 
if 
| 
4 
q 
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OP,0X, 0X,0P,\ (°§,\ 
cv” Ov cv Ov 
OX,0P, OX,0OP, OX, 


Cu Ov Cv Cu Cu Ov Cv Ou J Cu Ov 


+ OX, oP, )- 0 


aX, oP, 


Cu Cu Cu Cu Cu 


and an equation of identically the same form in 0€,/Ou, O&,/Cv. But, since 
—, =c, and &,=c,, we have 
o€, 


du Ou Cu 
dv 


cv Ov 


and substituting these ratios in the above, we obtain the differential equation 
(38). Q. E. D. 
The theorem on p. 458 may now be stated thus : 
The problem of finding all surfaces on which Euler’ s lines are lines of curva- 
ture depends on the integration of the equation (26) and quadratures. These 


surfaces have the following geometric property. The projection of the lines of 
curvature on the NX, X,-plane form a system such that the two tangents drawn 
at a point of intersection of any pair of curves form with either axis an isos- 
celes triangle. 

If the system S, be referred to a set of asymptotic lines, the equation (38) of 
EvLer’s lines takes the simple form 


(38°) 


If S, be transformed into S, the asymptotic curves u=c, v = c become 
EvLer’s lines on S,, and the equation of asymptotic lines on S, will be identi- 
cally of the same form as (38’), since by EULER’s transformation XY, = X, and 
P,=FP,. It follows therefore that if on any surface S, we know the asymp- 
totic lines, the EULER lines are known on the corresponding surface S,. 


Part 3. 


The following question now presents itself : Are there contact-transformations 
other than EvLer’s that will change asymptotic lines into EuLER’s lines? We 
shall find that there exist oo'’ such transformations. To establish this it will be 
convenient to go back to the space J/, from which we started. 


22... 
| —_3 4. —_3 __3 dy’ 0. 
Cu Cu Cv Ov 
: 
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A null-system in ,, defined by the equations 
(44) 
will when subjected to the transformation (2) become an ensemble of surface- 
elements consisting of element-bands formed by 0° parabolz 


45) 
( ¥, o,)° + P,?;) 


lying in planes parallel to the .X,-axis.* Moreover, the coordinates of the plane 


( X, = + + 


of each surface-element are subject to the conditions 
Ps 9 =P, X, + 
(46) 


To each line of the nullsystem corresponds one of the parabole considered as 
an element-band, or, in other words, to the oo' points of the line correspond 
the oo' surface-elements of the parabola. We shall now consider the effect of 
EvuLer’s transformation on these element-bands when the nullsystem becomes a 
conjugate complex, that is, when the additional MONGE equation 


dx, dx, — dx, dx, = 0 


is satisfied. Now in order that the lines (44) shall be lines of such a complex 
we must have 
— PsP, = 9- 


Introducing this condition in (45) we obtain the parabolz 


Ps X, — X, = P,— 
while the conditions (46) become 


P 
2 =p, 
(46°) 


Ps 9 =p, X, + 


*American Journal of Mathematics, vol. 26. 
Trans. Am. Matb. Soc. 32 


| 

a 

2. = + — | 

| 

| 

| 

| 

4 ry 
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Next I shall show that Zuler’s transformation transforms these 2° parabole 
into 2% straight lines. In fact, transforming (46’) and (47) and reducing, we 
have 
p,-X, — 2p, X, = 2(9,p,— 
(48) = 20, p,o 
Pi 

which represent oo* straight lines in J/,. 

In the same way we may prove without difficulty that if the null-system (44) 
becomes asymptotic so that p,p,+ p,p,= 9, the oo straight lines 


Ps X, — Xx, = 


(49) 2(p,7, + 


A, = 


3 — ¢,) + 9,9, +9;9,. 
are by EuLer’s transformation transformed into oc° parabole of a form similar 
to (47). 

Since all the contact-transformations that transform (47) into (48) also trans- 
form EvLer’s lines into asymptotic lines and vice versa our problem is now 
simplified. Let us consider an asymptotic complex in J/,. There exist oo" 
projective transformations which leave it invariant.* In J/, we get a group 
of x’ contact transformations which leave invariant the differential equations 


dX, — P\dX, — PdX,=9, 
(50) 
dX, dP,+dX,dP,=9. 
These transformations have the form 
a, X, + 6,X,+ d,. 
+ b, X, + + d, 9 


a, b, — 4, b, 


a, 
A 


a 


—b, Cs 
fit 


a,b, — 4, b, 


Po 


where A = a,b,—a,),. We notice that they are projective point-transforma- 
tions since the codrdinates Y,, X,, X, do not involve P, and P,; all these 


* American Journal of Mathematics, vol. 26, p. 146. 


bye. 
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transformations form a subgroup of the general linear group. We shall denote 
any one of them by the symbol 7°. 
If now we superpose EULER’s transformation on (51) we obtain 20’ contact- 
transformations 


=a,P,+b,X,+d,, 
a,P, + 6,.X, + b,(.X,— P, X,) + d,, 


a,b, — 4, b, 


p, + 
A 


“sp, b, — a,b, 


A 
which change the differential equation 

(53) dX,dP, + dX,dP,=0, 
into 

(54) dX dP, —dX,dP,= 


and, therefore, also asymptotic lines into EuLER’s lines. They also change 
oo” parabola (47) into the oo’ straight lines (48); we shall denote them by 
7,E. The transformations (52) do not form a group, for, if so we should 


a 


have 7, ET,H=T,£, where 7, T,, 7, ave transformations of the group 


hk 


(51), that i is, 7. ET = T,. But the succession of 7, # and 7, cannot be 
equivalent to a projective transformation. 

All the transformations leaving the equation (53) invariant are included in 
the group (51) and LecGenpre’s transformation.* The transformation /Z will, 
therefore, have the same property as any one of (52). But the succession of 
two EuLEr’s transformations is a LEGENDRE’s transformation so that the com- 
bination of a Legendre transformation with any one of the transformations (52), 
or, what is the same thing, the succession of T, and an odd number of EULER’s 
transformations will transform EULER’s lines u=c,v=c on S, into the 
asymptotic lines u=c,v =c on SN, 

If we transform the codrdinates on the left hand side in (52) by EuULER’s 
transformation we obtain oo’ contact-transformations which leave invariant the 
equation (54). These transformations form a group ; in fact calling any one 
of them 7. we have 77. = E'T Fand ELE. This 


 *See p- 148 of my article, American Journal of Mathematics, vol. 26. Bya curious 
mistake the name EULER’s transformation is there given to the well-known one of LEGENDRE: 


X,=P,, X,=—P,, xX,= X;— P,X,— P,=—X,, P,= X,. 


| 
x 

(52) x, | 
b,¢, 

| 

| 

| 

| 

| 
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group is a subgroup of a group of contact-transformations connected with the 
projective group of the non-special nullsystem in J, 


dx, + x,dx, — x,dx, + x,dx, —x,dx,=9, 


which has been discussed by Lie in the second volume of his Theorie der Trans- 
formationsgruppen. The transformations are 


X,=a,P, + 6,X,+ d,, 
X, — P,X,=4,P, + b,X, + ¢,(X,— P,X,) + d,. 


Now since LEGENDRE’s transformation also leaves (54) invariant, all the trans- 
formations that leave this equation invariant are obtained by superposing LEGEN- 
DRE’s on any one of the oo” transformations (55). We have thus found all the 
transformations which change the 00° parabolz (47) into themselves. It should 
be noticed that the group (55) is similar to the projective group (51). * 

In conclusion we shall give the following resumé putting in evidence the 
relations of the spaces /, and J/,: 


M;. 


I (a) dx, + we, der, 0, I (a) dX,—P,dX,—P,dX,=0, 

dx,dx,+ dx,dx,=9. dX,dP,+dX,dP,=0. 
II. Projective group of nullsystem II. Irreducible group, C,, of con- 
(a) (21 parameters). tact transformations. 


III. Sub-group G, of oo” transfor. II. Subgroup C, of C, leaving I 
mations leaving the asymp- invariant, i. e., transform- 
totic complex I invariant. ing asymptotic lines (w), 
(v) on S, into asymptotic 
lines (uw), (v) on S,. 


IV. Special projective transforma- . LEGENDRE’s transformation 
tion not included in II leaving I invariant. 
leaving I invariant (%,=—2z,, 
— 2, = — 
23, =2%,, %,= 


*See Lig-SCHEFFER’s Continuierliche Gruppen, p. 427. 


P,=4,P,+ 6,X,+d,, 
(55) > @,¢,,, 4,6,—a,), 
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M;. 


dx, + 
dzx,dx, —dx,du,=9. 
Linear projective group of |=VI. Group of contact transforma- 
oo” transformations leaving tions similar to C,, leaving 
V invariant (denoted by G,). V invariant, i. e., chang- 
ing EvLEr’s lines (w), (v) 
on S, into EvuLer’s lines 
(uw), (v) on S,. 


Special projective transforma- | . EULER’s _ transformation 
tion not included in VI, | changing EULER’s lines into 
changing I into V. | asymptotic lines. 


oo projective transformations . oo! eontact transformations 


transforming an asymptotic | changing I into V, or 

complex I into a conjugate changing EULER’s lines (vw), 

complex V. * | (v) on S, into asymptotic 
lines (uw), (v) on S,. 


ANNAPOLIS, April 7, 1905 
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SURFACES OF CONSTANT CURVATURE AND THEIR 
TRANSFORMATIONS * 


BY 
LUTHER PFAHLER EISENHART 


Brancut + has called attention to the fact that upon a surface of positive total 
curvature there is an infinity of conjugate systems of lines which are character- 
ized by the property that when such a system is parametric the parameters can 
be chosen so that the second quadratic form becomes 


du’ + de’), 


where A is generally a function of both w and v; Brancui calls such a system 
isothermal-conjugate. Ina similar manner it can be shown ¢ that an infinity 
of conjugate systems exist on a surface of negative curvature such that the 
second quadratic form is reducible to 


du? — dv”); 


we call these also isothermal-conjugate. When the total curvature is constant 
and positive, the surface is called spherical. We find that when a spherical 
surface is referred to an isothermal-conjugate system the fundamental quantities 
for the surface and the equations which they satisfy take very simple forms — 
forms which suggest transformations carrying the given surface into new spher- 
ical surfaces. This paper is given over to a study of these transformations. 

In § 1 we derive the fundamental equations for a spherical surface referred to 
isothermal-conjugate lines, show that its lines of curvature and characteristic 
lines § are isothermal-conjugate, derive the expressions for the spherical repre- 
sentation of the given isothermal system and for the fundamental functions 
when this given system is composed of the lines of curvature or the character- 


istic lines. 


* Presented to the Society April 29, 1905. Received for publication January 10, 1905, and 
May 4, 1905. 

t Lezioni, vol. I, p. 167; German translation by LUKAT, p. 135. 

t Isothermal-conjugate systems of lines on surfaces, American Journal, vol. 25 (1903), p. 220. 

§ Three particular systems of ines on a surface, Transactions, vol. 5 (1904), p. 429. 
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In § 2 we discover a transformation which changes a spherical surface into a 
surface of the same curvature with the same second quadratic form as the given 
surface and the lines of curvature are in correspondence on the two surfaces. 
When the given surface is referred to its lines of curvature it is found that this 
is the transformation of Hazzipakis.* The new transformation is the trans- 
formation of HazzitpaKkIs in a general form, for it can be shown that the latter 
is the only transformation of spherical surfaces leaving the total curvature and 
second quadratic forms unaltered and preserving lines of curvature.+ 

An interesting example of the effect of the Hazzipakis transformation is 
afforded by applying it to the spherical surfaces of revolution. In addition to 
this study § 2 is given over to the consideration of surfaces of constant mean 
curvature, which are always associated with spherical surfaces, as BONNET has 
shown. 

In § 4 another transformation is found which changes a spherical surface into 
another, leaving the total curvature and the second quadratic form unaltered, 
and changing lines of curvature into characteristic lines and vice versa. After 
a study of the effects of combinations of these and HazzipakIs transformations, 
it is shown that these transformations or transformations of the two kinds are 
the only ones leaving the total curvature and second quadratic forms altered 
and interchanging the lines of curvature and characteristic lines. 

In § 5 the pseudospherical surfaces are considered and their equations of con- 
dition are given forms analogous to those in § 1 for spherical surfaces, but one 
cannot find transformations similar to the above. 


$1. Spherical surfaces referred to isothermal-conjugate lines. 


Consider a surface, S, of constant positive total curvature, 1/a*. Let the 
parametric curves form an isothermal-conjugate system { upon the surface and 
choose the parameters of these lines in such a way that 


(1) D = D’, D' =90, 


where these D’s are the coefficients of the second quadratic form of the surface. 


The Gauss § and Copazzi || equations can then be written in the respective 
forms 


* BIANCHI, Lezioni, II, p. 436; German translation, p. 472. 

¢ In a subsequent paper we shall show the part which the HazzIDAKIs transformation plays 
in the theory of the deformation of surfaces. 

¢t BrANcHI, Lezioni, I, p. 167 ; German translation, p. 135. 

2 Ibid., I, p. 93; p. 68. 

|| Ibid., I, p. 119; p. 91. 
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3 OlogD_ {12} 11 | OlogD_ { 12) 22 


where the CHRISTOFFEL symbols {’} are formed with respect to the linear ele- 


ment of S written 


(4) ds* = + 2Fdudv + Gdv’, 
and we have put for the sake of brevity 


(5) H=VEG-— 
Since now 


(6) K= VE = 
we have 
Clog D Clog H 
Cu Cu 2 | 1 
When these equations are combined with (3), the latter may be replaced by 


CF 0G 0G OE 


cu cv Cv Cv Cu Cu 


From this it follows that the functions /’ and #' — G are solutions of the equa- 
tion 


(8) 
The general integral of this equation is 


where the functions ® and Y are arbitrary in form; moreover, in order that 
the surface be real Y must be conjugate to ®. Consider this case and put 


F 


P(u + iv) + — iv) 


when ®, denotes the conjugate function of ® ; from (7) it follows that 
E—G=i(®—-®,). 


Since equations (7) have replaced the Copazzi equations, the only other equation 
of condition to be satisfied is the Gauss equation (2). Hence ® can be chosen 


474 
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arbitrarily and there remains a partial differential equation of the second onder 
to be satisfied by G'; this equation is found by substituting the values for D*, 
and in (2). 

As equation (8) is satisfied by @ = 0, it follows that a solution is 


(9) F=0, E — G = const. 


Since the latter constant is zero only in case S is a sphere, we have the 
theorem : 


The lines of curvature upon a spherical surface form an isothermal-con- 
jugate system ; these lines are isothermal-orthogonal only in case of the sphere. 
Another solution of equations (7), suggested by the solution 6 = 0 of equation 
(8), is 
(9’) E=G, F' = const., 


where the constant is equal to zero only for the sphere. Now 


DD 


D=0. 


But the latter are the conditions that the conjugate parametric system is com- 
posed of the lines cutting one another under the minimum angle between con- 
jugate lines;* Retaf has called the latter the characteristic lines. Hence 
the theorem : 
The characteristic lines upon a spherical surface are isothermal-conjugate. 
From the general expressions for the coefficients of the linear element of the 
spherical representation of a surface referred to a conjugate system, namely,{ 
ED” 


G => 


(12) 


that is, $, ¥, G satisfy equations (7). Conversely, when ¢, ¥, ¢ are three 
functions satisfying (12), one has 


* Three particular systems of lines on a surface, Transactions, vol. 5 (1904), pp. 9, 443. 

t Dialcune proprieta delle linee caratterische, Roma Accademia Lincei Rendiconti (4) 
V (1899), pp. 881-5. 

¢ BrANcul, Lezioni, vol. I, p. 150 ; German translation, p. 120. 


EG — EG — — 
it is seen that for the present case 
G F E 

11 &é= F= — 
( ) a? a*’ . a’ 
In consequence of (7) one has 

9 IF 0s OF OG 
= cus “Ov Ou Ou’ 
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where the CHRISTOFFEL symbols { 


‘*}" are formed with respect to 


= édu* + 2Fdudv + gdv’. 
Hence if ¢, #, g satisfy also the Gauss equation for the unit sphere, the par- 


ametric lines upon the sphere represent an isothermal-conjugate system of lines 
on a unique spherical surface. * 


$2. The transformation of Hazzidakis. 


The results of the last section suggest a transformation of spherical surfaces. 
Let S be such a surface with the linear element (4), whose coefficients satisfy 
equations (7). We remark that the latter equations are satisfied also by /,, 
G,, where 
(13) E,= G, F,= —F, G,=L£. 


If these values be subtituted in an equation similar to (2), namely, 


H, {11 ( H, (12)° 


when the CHRISTOFFEL symbols are formed with respect to 


1 


(13’) = H, E 


t 


ds} = Edw + 2F dude + G,de’, 


and one remarks that 


H,=H, 


it follows in consequence of (7) that this becomes 


where now the symbols are formed with respect to (4). But the right-hand 
member of this equation is equivalent te the similar member of (2).+ Hence, 
the Gauss equation is satisfied by taking D,= D'= D. This gives the 
theorem : 

When a spherical surface is referred to an isothermal-conjugate system and 
the parameters are chosen so that (1) is satisfied, there exists another spherical 
surface of the same total curvature and with the same second quadratic form 
as the given surfaces ; the linear element is 


(14) ds? = Gdu* — 2Fdudv + Edv’. 


*Ibid., p. 168; p. 136. 
tIbid., p. 77; p. 53. 
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It will be convenient to refer to the new surface S, as the conjugate of the 
given one. One remarks that the relation between the two surfaces is entirely 


reciprocal, 
If the linear element of the spherical representation of S, is written 


do* = &,du? + 2F,dudv +§, dvi 


it follows from (10), (11) and (18) that 


(15) 


Hence the coefficients of the spherical representation of S and S, bear the same 
relation to one another as the first fundamental quantities of these surfaces. 

A comparison of the formulas (11), (13) and (15) leads to the theorem : 

A spherical surface of unit total curvature is applicable to the unit sphere 
in such a way that an isothermal-conjugate system of lines on the former cor- 
respond to the spherical representation of the corresponding isothermal-conju- 
gate system on its conjugate. 

From the general equation of the lines of curvature 


— FD)dv + — GD)dudv + — GD’) de’ = 0, 
it is seen that for both S and S, the lines of curvature are given by 
(16) Fdw + (G— E)dudv — Fd’ =9. 


Hence the lines of curvature correspond upon a spherical surface and its 


conjugate. 
Suppose that the isothermal-conjugate lines on S are the lines of curvature : 


from (9) it is seen that we can put 


(17) E = «a cosh’ 6, G = @ sinh’ 6, F=0 
or 
(18) E =a’ sinh’ 0, G = @ cosh’ 6, F=0 


according as the constant in (9) is positive or negative, a” being the absolute 
value of the constant.* Now in either case 


D= D’ =asinh@ cosh 6, 
and equation (2) becomes 


+ a2 + sinh 6 cosh 


* Lezioni, vol. II., p. 436; p. 472. 
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One sees that the values (18) lead to the conjugate of the surface whose first 
fundamental coefficients are given by (17) and vice versa. But this is the trans- 
formation which Brancut has called the transformation of Hazzipakis. 

In order to show that the transformation which we have been considering in 
this section is the transformation of Hazzipakis in a more general form, we 
have only to prove the theorem : 

The transformation of Hazzaxis is the only one changing a spherical 
surface into one of the same curvature in such a way that the lines of curva- 
ture on the two surfuces correspond and the second quadratic forms are the 
same. 

Let S and S, be two surfaces of curvature 1/a’ referred to their correspond- 
ing lines of curvature and let the second quadratic forms of the two surfaces be 


(19) D( di? + de’). 


If no distinction is made with regard to homothetic surfaces, the most general 
integrals of equations (7) for S and S, are 


(20) E-G=+¢, £,-G=+e. 
Since the total curvatures of S and S, are equal and (19) is the second quad- 
ratic form of both surfaces, we must have also 


(21) E.G,= EG. 


In conformity with this we put 


Substituting these values in the second of equations (29) and taking account of 


the first, we get 
ME=@A+(t0°— 


of which the solutions are 


A=+TI, ve 


Since /, and G‘, must be positive, the only possibility is 


E=G, G6,=£, 


which proves the theorem. Hence the Hazzipakis transform, or conjugate, of a 
spherical surface may be defined to be the surface with the same total curvature 
and second quadratic form and such that the lines of curvature on the two sur- 
faces are in correspond ce. 

We shall find that o:. the two surfaces S and S, the characteristic lines also 


1 

AF, G,= 4. 
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are in correspondence. For, the general equation of the characteristic lines upon 
a surface referred to a conjugate system is * 


D( GD — ED’) dW’ —4F DD" dudv + ED’ — GD)d? =9. 
When the system is such that the second quadratic form is (19), this reduces to 
(22) (G— —4Fdudv + (E— G)d’? = 90, 
which in consequence of (13) is the equation of these lines on S, also. Hence 
the characteristic lines correspond upon two conjugate spherical surfaces. 

§ 3. Surfaces of revolution and surfuces of constant mean curvature. 


The spherical surfaces of revolution, referred to their meridians and parallels, 
lend themselves readily to the transformation of Hazzipakis. BiaNCHI+ shows 
that these surfaces are defined by the equations 


(23) x= ?rcosw, y=rsin w, z=(r), 
where 
(24) r= Kk COS 1—«’sin* udu, 


in which « denotes a constant. When « is equal to one, S is a sphere of unit 
radius. The other surfaces of this kind are divided into two classes according 
as « is less or greater than one. From (23) and (24) it is found that the linear 
element of S has the form 


(25) ds? = at 


and for the second quadratic form we have 


dr’ 


+ au*| 
As the case of the sphere does not afford any particular interest, we pass to the 
consideration of the two remaining cases in turn. 

1°. «<1. In order to have D= D” we change the parameters, putting 


dr 


dt = — 


Upon integration we have r = « cnt, with « the modulus. When this change is 
effected upon (25) and (26), they become 


* Three particular systems of lines, 1. ¢., p. 429. 
Tt L. c., vol. 1, p. 233 ; German translation, p. 197. 


if 
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(27) ds* = dn’ tdt® + x*en* tdw* 
(28) ® = «x cntdnt (dt? + dw’). 


2°. «,> 1. For this case we put 


dt dr 


- 
+P 
which gives by integration 7? = «? — sn*t, and the modulus is 1/«,. Now the 
linear element and second quadratic form, after putting w, = «, w, reduce to 


(29) = dt? + 
ent -dnt 
(30) (dt + 


If we take for «, the inverse of «, the elliptic functions have the same modu- 
lus. Again, if we take the same ¢ for both cases and to a line w= const, on 
one of the first case make correspond a line w, = const, on a surface of the 
second kind, the forms (28) and (30) are the same, and (30) is obtained by 
interchanging the coefficients in (28) and vice versa. Hence: 

Given a surface of revolution of constant positive curvature corresponding 
to a certain x; its conjugate is the similar surface corresponding to 1/k. 

Bonnet has shown that there is a surface of constant mean curvature 1/2a 
parallel to a surface of total curvature 1/a* and at the distance a. If the para- 
metric curves be the lines of curvature for these surfaces and the fundamental 
functions for the former surface be denoted by ec, g, d, d”, the following 


| 
e=g=ala + —2], 
P,P 
a=‘ +) )-1], d +, )-1], 


where 


relations hold : * 


A= d => d’. 


Let S and S, be two surfaces of unit total curvature which are the trans- 
forms of one another and denote by S and S, the two surfaces of constant mean 
curvature respectively which are associated with the former, as remarked by the 
theorem of Bonnet. Now a in the above formule has the value unity. If the 
functions for S, be denoted by £,, G,, D,, Df, the above relations lead to 
the following in consequence of the relation between S and S,: 


emg=e,=9,; d=d,, =d,. 


* KNOBLAUCH, Einleitung in die allgemeine Theorie der krummen Flichen, p. 234. 
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We have then the theorem : 

Given any surface of constant mean curvature, there is another surface of 
this kind applicable to it in such a way that lines of curvature correspond ; 
when the latter are parametric and the parameters are suitably chosen 


DaD, D=D.. 


Bonnet * has shown that every surface of constant mean curvature is appli- 
cable to an infinity of surfaces of the same mean curvature with preservation of 
the principal radii. It has just been seen that to every surface of this kind 
there is applicable a surface of the same mean curvature with preservation of 
the lines of curvature and equality of the principal radii in inverse order. 
Hence the theorem : 

Given a surface S of constant mean curvature, there are two families of 
surfaces of the same mean curvature applicable to it ; for the surfaces of the 
one family the principal radii are equal to the corresponding radii of S, and 
Sor the surfaces of the other fumily the principal radii are equal to those of S 


in reverse order. 


$4. A new transformation of spherical surfaces. 


Let 2’, /’, @ be three functions satisfying equations (7). These equations 
are satisfied also by 


__E+G-2F ,, _ E-G ,,_E+G+2F 
We find that 
(82) Fi = EG— 


so that we are led to inquire whether there exists a surface S, whose first funda- 
mental coefficients are given by (31) and whose second quadratic form is the 
same as for S. In order that this be true, it is necessary and sufficient that 
these functions satisfy the Gauss equation (13’), which in consequence of (6), 
(31) and (32) can be given the form 


ral 0 (E-—G ra | 1 
log (1: H ) Cul ) | 


é 0(E-G 


* Mémoire sur la théorie des surfaces applicables sur une surface donnée, Journal de 1’Ecole 
Polytechnique, Cahier 42, p. 77. 


| 
| 
| 
| 
(38) | 
f 
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The Gauss equation for S can be reduced to either of the equivalent forms 


0 (F 0 (106G 0 (10G 10k 0 (F 
(84) = E ov cu Gr) Ou Cu ) Ov ) E ou Ov (iz): 


( ) ev ) Ou ) G dv 


G ou Cv\ 

If these equations be added and the result be subtracted from (33), we will be 
brought to an equation which vanishes identically in consequence of (7). Hence: 

Given a spherical surface referred to an isothermal-conjugate system of lines 
and let the parameters be so chosen that the second fundamental functions D 
and D” are equal ; there exists a second spherical surface with the same second 
quadratic form and the coefficients of its linear element are given by (31). For 
convenience we shall call the new surface S, the adjoint of S. When the ex- 
pressions (31) are substituted in the equation of the characteristic directions on 
S,, namely (22 


(G,— £,)dé —4F dude + (£, G,) de? = 9, 


this equation reduces to (16). Hence the characteristic lines on S, correspond 
to the lines of curvature on S. And the equation of the lines of curvature on 
S, reduces té (22). Hence upon a spherical surface and its adjoint the lines 


of curvature of one surface correspond to the characteristic lines upon the 
other. 
For the spherical representation of S, we have 


’ 


which in consequence of (31) and (11) may be written 


oO, = 9 


Hence the coefficients of the spherical representation of corresponding isother- 
mal-conjugate lines on a spherical surface and its adjoint bear the same rela- 
tion to one another as the first fundamental functions for these surfaces. 

For the sake of convenience we shall refer to the transformation of Hazzi- 
DAKIS and the one treated in the preceding section as the transformations // 
and J respectively. First of all we remark that throughout any number of 
operations of /Z and J separately or conjointly the second quadratic form is 
invariant. Since the relation between a surface and its transform by either /7 
or J is completely reciprocal, it follows from (13) and (31) that the same sur- 


&+942F 
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face is obtained when /7 and J are applied consecutively as when their order is 
reversed. And also that one is brought back to the original surface by any one 
of the sets of combined transformations 


HH, Hi, THI, ITH. 


Denote by 7 any transformation of a spherical surface into a second surface 
of this kind which preserves the total curvature and second quadratic form 
and interchanges lines of curvature and characteristic lines. Then 77’ leaves 
lines of curvature unaltered and consequently is either identity or an /7 trans- 
formation. Therefore 7’ is either an J transformation or a combination of an 
I and one or more // transformations. Hence the theorem: 

The only transformation which changes a spherical surface into a spherical 
surface of the same curvature and the same second quadratic form and inter- 
changes the lines of curvature and characteristic lines is the I transformation 
or a combination of the latter and Hazzidakis transformations. 


§ 5. Surfaces of negative curvature. 


In this section we study surfaces of negative curvature in a manner similar to 
the preceding. We have shown * that upon such a surface there is an infinity 
of conjugate systems such that, when these lines are taken as parametric, the 
parameters can be so chosen that 


D’, D'=90. 
The Gauss equation can be written 


and proceeding as in $1 we find that if we put 


(37) K=— —1, 
the CopaZzi equations can be put in the form 
OF OF OG OF OF OG 
9 
ous Ov * “Ov Ou ou’ 


From this it is seen that F and £ + G are solutions of 


CO 
(39) 


" * Isothermal-conjugate Systems, American Journal of Mathematics, vol. 25 (1903), p. 
220. 


Trans. Am. Math. Soc. 33 


| 

é 
t 


484 L. P. EISENHART: SURFACES OF CONSTANT [October 


When either of these functions is known, the other is given by a quadtature 
from (38) and then it remains to find # or G from (36). This shows that 
every solution of (39) leads to surfaces of constant negative curvature. The 
most general form which /’ can have is 


Fa 


and then 
E+ 


It is clear that equations (38) are satisfied by 
(40) E,=G, G,=E£, F,= F. 


When these values of #', G, F’ are substituted in (86) with A replaced by —1, 
and it is noted that they satisfy (38), we get 


-2 


where the CHRISTOFFEL symbols { ’* }, are formed with respect to 


(41) Edi? + 2F dude + G,dv*. 


But the left-hand side of the above expression is equal to the total curvature of 
the surface with the linear element (41)* Hence when these coefficients have 
the values (40), the surface S, has positive curvature, so that for pseudospher- 
ical surfaces a transformation analogous to the transformation of Hazzipakis 
does not exist. The linear element of the spherical representation of S is readily 
found to be + 
= + 2Fdudv + Eadr’, 

which is the same as (41) when the coefficients in the latter have the values 
given by (40); this accounts for the above result. 

It is of interest to determine whether there is a surface with total curvature 
equal to one whose linear element takés this form when the parametric lines 
form an isothermal conjugate system. The conjugate of this surface would have 
for linear element 

= Edu? — 2Fdudv + 


so that 2, F’, G would have to satisfy equations 


(42) 


* BIANCHI, 1. c., vol. L., p. 77; German translation, p. 53. 
t Ibid, p. 150; p. 120. 


oF cK OG 
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as well as (38). For these to be satisfied it is necessary that /’ be a function of 
w alone and G of v alone. In consequence of (42), we have for the forms of 
these functions 


FP=aw+ 


where a, 8, y, 6, € and « are constants. For no values of these constants does 
the formula (36) make A’ equal to — 1, which shows the non-existence of such 
a transformation. 

One sees also that if 2, G, F are solutions of equations (38) so also are 


G— , 
G, = 9 F,= 
But now 
Fi =-—(FG— FF”); 


hence the transform is imaginary. 
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VOLUMES AND AREAS* 


BY 
N. J. LENNES 


Professor Hi.Bert’s Festschrift (1899) contains a theory of areas of plane 
polygons independent of every axiom of continuity, and dependent on the 
remaining axioms of plane geometry, viz., those of incidence, order, parallelism, 
congruence. The main results obtained by HILBERT in this connection are the 
following : 

(a) The measure of area of a triangle [(base x altitude)/2] is independent 
of the selection of the base. 

(4) The measure of area of any polygon is independent of any particular 
decomposition. [The measure of area of a polygon being defined as the sum of 
the measures of area of a set of triangles into which the polygon may be decom- 
posed]. 

(c) If two polygons have equal measures of area it does not follow that there 
exists a decomposition of them into finite sets of polygons which are congruent 
in pairs. If such decomposition does exist the polygons are said to be decom- 
positionally congruent. 

(d) If two polygons have equal measures of area then it is always possible to 
add polygons decompositionally congruent such that the resulting polygons shall 
be decompositionally congruent.+} 

The measures of volume are expressed in terms of elements which satisfy cer- 


tain conditions imposed upon a segment caleulus. Among other conditions they 
satisfy such conditions of order as are usually adapted for scalar quantities, viz. : 


* Presented to the Society (Chicago) December 29, 1904. Received for publication January 
3, 1905. 5 

t We notice here that HILBeRT’s theory requires a slight modification. HILBERT defines as 
follows: “Sind P und Q zwei inhaltsgleiche Polygone so mus es nach der Definition zwej 
flichengleiche [decompositionally congruent] Polygone P’ und @Q geben, so dass das aus P und 
P’ zusammengesetzte Polygon mit dem aus Q und Q zusammengesetzten Polygon flichengleich 
ausfillt.”’ Festschrift, p. 45. 

In developing the theory it becomes necessary to adjoin polygons which are entirely prede- 
termined, but this is not always possible. Following is an example of two polygons which can- 
not be thus adjoined : A regu'ar sharp pointed star with a large number of sides and a regular 
convex polygon of a large number of sides. 

If we regard the sum of a number of polygons not as one polygon formed by adjoining these 
polygons but as an aggregate of polygons which may be decomposed separately there is no such 
difficulty. 
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If a, b and ¢ are any such scalar quantities then 

(1) Of the three relations a=b, a<b, b<a one and only one is 
valid. 

(2) Ifa=bandb=cthena=c. 

(3) Ifa<b and b <c then a <c. 

The proposition listed as (d) makes it possible to define equal and unequal 
areas in terms of geometric congruence of a finite number of polygons in such 
manner that it shall correspond to the definition stated in terms of measure of 
area. 

In space the situation is different. M. Denn has proved * the following 
condition necessary in order that two polyhedrons shall be decompositionally 
congruent : 

If two polyhedrons P’ and P” are decompositionally congruent then there 
exists a linear homogeneous function ---, 7), +++) with integral 
coefficients all different from zero such that 


1 2 1 2 


(where / denotes a right angle) in which 7; , 7), --- are the plane angles of the 
dihedral angles of P’ and 7, 7), --- are the plane angles of the dihedral angles 
of P”. 

In the article cited, M. Denn further shows that this condition is also neces- 
sary in order that it shall be possible to adjoin to P’ and ?” polyhedrons 
decompositionally congruent so that the resulting polyhedrons shall be decom- 
positionally congruent. Since it is not difficult to find two polyhedrons such 
that this condition is not satisfied no matter what may be their measures of 
volume, it follows that in respect to the volumes of such polyhedrons the theory 
must be essentially different from the theory of areas of polygons. 

More recently,+ S. O. ScoatuNovsky has discussed the measure of volumes 
of polyhedrons. He considers a scalar function w (base x alt.) of a tetrahedron 
(» is ultimately given the value }) which is called the measure of volume of the 
tetrahedron. The measure of volume of any polyhedron is defined as the sum 
of the measures of volume of the tetrahedrons into which the polyhedron may 
be decomposed. A proof is then given that this measure of volume of a poly- 
hedron is independent of any particular decomposition of the polyhedron. Hence 
to every polyhedron P there corresponds a unique segment (number), denoted 
by 7( P), which is the measure of volume of the polyhedron. Evidently these 
measures of volume satisfy the conditions of order enumerated above. 

It follows that if two polyhedrons P, and P, are decompositionally congruent 
then M(P,)= M(P,). If P, and P, are decomposable into sets of polyhe- 


*Mathematische Annalen, vol. 55 (1902), p. 465. 
t Mathematische Annalen, vol. 57 (1903), p. 496. 
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drons ?; and P? such that the elements of P’ are congruent in pairs to part of 


the element of then W(P,). 

The converses of these propositions proved by Scuatunovsky do not fol- 
low without the use of the archimedian axiom. From the hypothesis that 
M(P,)=kM(P,), k being any segment (number) whatever different from 
zero, we can draw no conclusion whatever as to whether or not there exist 
P; and P! such that the elements of (| are congruent in pairs to a part or all 
of the elements of 7?) or vice versa. 

The proof of this statement is identical with that suggested * by H1LBert + in 
proof of the proposition that two parallelograms of equal base and altitude cannot 
be proved decompositionally congruent without the use of the archimedian axiom. 
Hence it does not appear possible without the use of the archimedian axiom so 
to define volume of polyhedrons in terms of geometric congruence of a finite 
number of polyhedrons that it shall correspond to the measure of volume. 

The object of this paper is to state a theorem provable only by means of the 
archimedian axiom and to base upon it a definition of volume in terms of con- 
gruence which shall correspond to the current definition in terms of measure of 
volume. 

 *A detailed proof runs as follows: 

Consider an equilateral triangle ABC whose sides are unity. It follows readily from the 
axioms at our disposal that any decomposition (into polygons) of this triangle will result in a 
set of polygons such that a segment connecting any two points in one of them will be equal to, 
or less than, unity. 

On a non-archimedian line cansider three points A, B, C’, in the order ABC’, such that 
AB=1 while the point C’ cannot be reached from B by laying off unit segments any finite 
number of times. At (’ erect a perpendicular to the line AC’ and on this perpendicular lay off 
a segment 0’) =} 3 (4 the altitude of the equilateral triangle described above). Connect 
ADand BD. 

The following lemma follows directly from the theory of proportion: Let WZ, N, WM’. N’ be 
four points on the segment BC’ such that WN = M’N’. Erect perpendicnlars to the line BC’ 
at these points. These perpendiculars intersect the sides AD and BD of the triangle A BD form- 
ing quadrilaterals. The quadrilateral two of whose sides lie on the perpendiculars at J/’ and N’ 
is congruent to part of the quadrilateral two of whose sides lie on the perpendiculars at W and 
N, provided at least one of the points J/ and N lie between Band both J/ and N’. 

Any decomposition of the triangle 42D into polygons which shall be congruent in part with 
polygons of a decomposition of 42C must be such that a segment connecting any two points in 
one of them is equal to or less than unity. Hence any such polygon lies between a pair of lines 
perpendicular to BC’ and not more than a unit distance apart. It follows from the lemma that 
any set of n such polygons may be obtained by suitably decomposing that part of the triangle 
ABD which lies between the perpendiculars to AC’ at A and at a point E between B and C’ such 
that BE=-n(AB). By this process we cannot reach a point P between B and C’ such that 
PC’ Sn(AB) for any value whatever of n. Hence any decomposition of the triangle A BC and 
ABD into polygons of which any number » are congruent in pairs will always have a set of poly- 
gons resulting from the decomposition of ABD, not included in these x polygons, the sum of 
whose measures of area is greater than the measure of all] of that part of the triangle ABD which 
lies between a perpendicular to the line BC’ at P and the perpendicular to that line at C’. Con- 
sequently ABD cannot be exhausted even by an infinite limiting process, in spite of the fact that 
its measure of area is only one half that of ABC. 

+ Festschrift, p. 42 ; TOWNSEND’s translation, p. 60. 


1905] N. J. LENNES: VOLUMES AND AREAS 489 


THeoremM. Jf M(P,) denotes the measure of volume of a polyhedron 
P, and M(P,) the measure of volume of a polyhedron P, and if 
M(P,)<M(P,) then there exists a decomposition of P, and P, into sets of 
polyhedrons P; and P) such that the elements of P) are congruent in pairs 
with part* of the elements of P,. 

Proof: Denote by S, and S, the areas of the surfaces of P, and P, respec- 
tively, by 7, and /, the total lengths of their edges and by v, and v, the numbers 
of their vertices. Consider a division of space into a set [¢] of equal cubes. + 
Denote by [¢c,] a subset of the set [¢ ] such that every cube of [¢, ] has at least 
one point in common with P, and by [ ¢, ] a subset of [¢] such that every cube 
of [c,] has at least one point in common with P,. Denote further by [¢; ] all 
cubes each of which has at least one point in common with the boundary of P, 
and by [¢;] all cubes each of which has a point in common with the boundary 
of P,. Denote the diagonals of such cubes by &. Then all cubes of the set 
[c] which have a point in common with a segment of length 7 lie within a 
rectangular parallelopiped of length 7+ 2/ its other dimensions being 2h. 
Hence the total volume of such cubes is less than 44°(/ + 24). Therefore the 
total volume of all cubes of the set [¢] which have a point in common with an 
edge of the polyhedron /, is less than 4477, + 8h°v. It is readily seen that if 
we add to this 24s, we shall have a sum greater than the measure of volume of 
the set [c¢,]. 

Denote by f,(/) the expressions 4477, + + 2ks,, and by the 
similar expression 44°/, + 8k*v, + 2ks,, which is greater than the measure of 
volume of the set [c; ]. 


Let M(P,)— M(P,)=o. Take k so that Then 


or 


and therefore 


Hence for such values of & there is a larger number of cubes of the set [ ¢ ] 
which contain interior points of ?, without containing any point of its boundary 
than there is in the complete set [c,]. Hence there exists a decomposition of 
P, and P, into P| and P; such that the elements of P) are congruent in pairs 
to part of the elements of P| which was to be proven. 

We arrange a relation between any two polyhedrons P,, P, as to volume, 
so that in every case at least one of the relations 


* By part is meant proper subset (not denoting the whole of P; ). 

t This division is effected by means of parallel planes. The parallel line axiom is also used 
in forming the calculus of segments here used. 
tIt is at this point that the archimedian axiom is used. 
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vol (P,) > vol (P,), vol (P,) = vol (P,), vol (P,) < vol (P,) 


holds by the following 
The relation 


vol (P,) > vol ( P,) or vol (P,) < vol (P,) 


implies that the two polyhedrons P,, P., ave decomposable into sets P|, P’ of 
polyhedrons such that part of the elements of P| are in a one-to-one way con- 
gruent to all of the elements of P,. The relation 


vol ( P,) = vol (P,) 
implies that neither of the relations 


vol (P,)> vol (P,), vol (P,) < vol ( P,) 
holds. 

It follows from the above theorem that if J1/(P,)= M(P,), then in the 
sense of the definition just given vol (/,)=vol(P,) and conversely that if 
vol (P,) = vol ( P,) then M( P,) = M(P,). 

We have thus obtained in terms of congruence a definition of equal and 
unequal volumes such that if a and 6 represent the volume of any two polyhe- 
drons then between a and 5, there exists one and only one of the following rela- 
tions 


a<b, b<a. 


Obviously these relations are transitive, as required by the statement on page 
487. 


THE UNIVERSITY OF CHICAGO, 
October 31, 1904. 


ON A PROBLEM INCLUDING- THAT OF SEVERAL BODIES 
AND ADMITTING OF AN ADDITIONAL INTEGRAL* 


BY 
EDGAR ODELL LOVETT 


In the problem of three bodies BERTRAND? introduced certain quadratic 
functions of the codrdinates of the bodies and of quantities proportional to the 
projections of the velocities on the axes of coérdinates: Bourt showed that 
BERTRAND’s variables satisfy a certain system (8) of ordinary differential equa- 
tions of the first order, and pointed out that the problem of three bodies may 
be considered as a particular solution of a more general problem whose equations 
are those of S and of which a certain integral D is known. 

It is the object of the following note to write out the extension of these re- 
sults to the case of any number of bodies. 

Given a system of n + 1 bodies consisting uf a fixed body (0, 0, 0; «) and 
n others (2,, y;, 2,3 m,), mutually attracting one another by central forces vary- 
ing directly as the masses and as any arbitrary function of the distance ; to deter- 
mine the motion of the n bodies about the fixed center we arrive at a system 
of 6n differential equations of the first order in the canonical form : 


de, OF dy, OF dz, oF 


dt ~ ~ 0€,? dt ~ On,’ dt~ ~ 

(1) 
dé, OF dn, OF df, OF 
dt Ox,’ dy,’ Gz? 


where &., »,, ¢, are proportional to the projections of the velocities of the bodies 
on the axes of codrdinates, and the function F is of the form 


(2) Fut 


the force-function being designated by U. 


* Presented to the Society April 29, 1905. Received for publication in revised form, March 
19, 1905. 

{ BERTRAND, Mémoire sur V’intégration des équations différentielles de la mécanique, Journal 
de Liouville, ser. 1, vol. 17 (1852), pp. 393-436. 

{Bour, Mémoire sur le probléme des trois corps, Journal de 1’Ecole Polytechnique, 
vol. 21 (1856), pp. 35-58. 
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Let new variables 
be introduced. These variables are of the same form as those employed by 
BERTRAND in the memoir cited. They are n( 2x + 1) in number and are not 
all distinct. The relations among them may be set up by the aid of the follow- 
ing well known theorem of the theory of determinants: If / is a given number 


and i, j two numbers which may take all values from 1 to n, the determinant 
of n? elements whose general element is 


(4) ay = 2. A; h 


is equal to the product of the determinant of the «’s by that of the §’s for k = n, 
and is identically equal to zero for all values of & less than n. 

From this theorem and the forms (3) it readily appears that the symmetrical 
determinant 


Vij 8.. 


(5) A= (i, 7 1,2,---,), 


where q,, represents the square of n? elements obtained by giving to /, j the values 
1, 2, ---, , and all its minors down to and including all the }(*") { (7") + 1} 
which are determinants of the fourth order vanish, and that no one of the 
3(*"){(%) +1} which are of the third order vanishes. 

These 3(*"){(*%") + 1} conditions among n(2n + 1) quantities are far too 
numerous, but they can be reduced to proper bounds by means of the following 
theorem given in 1869 by Kronecker*: If in the determinant of the nth 
order 

the minor of the mth order 


| (m < n) 
does not vanish, and the minors of the (m + 1 )th order 


do vanish, then all the (i + 1)th order subdeterminants of MW vanish. 


* KRONECKER, Bemerkungen zur Determinanten-Theorie, Crelle’s Journal, vol. 72 (1870), 
pp. 152-175. 

My colleague Dr. O. D. KELLOGG gave mea proof of the above theorem, believing the theorem 
to be new. Later I found that KRONECKER had published it as just cited. 


y y 


1905] INCLUDING THAT OF SEVERAL BODIES 493 


Accordingly the vanishing of all the 3(%){(%)+1)} fourth order sub- 
determinants of the above symmetrical determinant A is a consequence of the 
vanishing of (x — 1)(2n —3) properly chosen independent fourth order sub- 
determinants, and this choice can be made in }(*') { (*) +1} ways. Then by 
the aid of these independent relations (n — 1 )(2n — 3) of the variables (3) can 
be eliminated if they be employed in problem (1); there would remain 62 — 3 
independent variables which would be sufficient since a loss of three from the 
original 6n independent variables can be accounted for by change in orientation. 
On making x = 2 in A we have Bour’s determinant D, the vanishing of which 
expresses the single relation among BerTRAND’s ten variables (3) in the prob- 
lem of three bodies. 

In the variables (3) the foree-function (” becomes 


n 


(6) l =D wm DV + — 294; 
i= j= 
accordingly the partial derivatives of F’ are of the form 
OF n 


Ow; 


where the quantities 


4; ) 
j=! 
Za:; 
24%; 


ji? 


are coefficients depending on the forces and expressed in terms of the q’s alone. 
Then in virtue of (1) the variables (3) satisfy the following system of ordi- 

nary (ifferential equations : 

dq; 
Jte 

dt 


i 


(i,j=1, 2, 
ij = 


these equations are the generalizations of Bour’s equations in the problem of 
three bodies. 


J 
(9) 
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It may now be shown without difficulty that the determinant A equated to a 
constant gives an integral of the equations (9). This can be done perhaps most 
simply on remarking that A does not contain the »’s. Let ¢ be a function of 
all the 4’s, r’s and s’s; if it is an integral not containing the y’s its total deriva- 
tive with regard to the time 

dt © Or,, dt dt 
should vanish independently of the u’s when the total derivatives are replaced 
by their values (9). 
From the absolute term of the equation thus formed we have the equation * 


m., 
Jj 


from the coefficients of the uw, the following equations : 


(12) b, = + + + ij Pe.) =O 


and finally from the terms in which the »,, appear the following }n(n— 1) 
equations 


28; Be, + ( + Puy) + (Ws + 
(13) + + + (Sin Pin + Pru 
k=1 


+ + Mi Poy) =9 n), 
where for brevity we have put 


(14) 


Combining these 4n(n +1) + 1 equations (11), (12), (13) in all possible 
pairs, by Poisson’s operation, we obtain the following complete system of 
n(2n + 1) linear partial differential equations of the first order : 


*In a previous communication to Professor E. W. BRowN this equation was immediately 
broken up into the n equations a; = 0 which follow above. He pointed out to me that this led 
to confusion since the £’s contain the masses. The correction was made, but curiously enough it 
left the resulting complete system unchanged. 


n 
| 
8..=W.. 
t 
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= + + P.,,) =0; 6,=0; 


$,,—20; $..+ ( Vij Pry 85 )=0 ; d,,=0 ; 


b4,— Wy be + Be, — + — 
= + 28; + Pu; ) + U;) by, + 


These equations (15) are the generalizations of those given by Gravk* for 
the case n= 2. 

On replacing ¢ by A in equations (15) it is at once seen that they are iden- 
tically satisfied in virtue of the well-known theorem of the theory of determi- 
nants which states that the sum of the products of the elements of any line of 
a determinant by the algebraic complements of the minors of the corresponding 
elements of a parallel line is zero. 

We have then in equations (9) a problem including the problem of several 
bodies and admitting of the integral A = constant. 

In virtue of the existence of this solution the determinant of the system (15) 
of n(2n + 1) equations in n(2n + 1) variables vanishes. 

It may be added that the equations (15) admit of another integral which is a 
quadratic function of the integrals of areas in the n-body problem. 

The reader will have little difficulty in verifying that the n(2n + 1) oper- 
ators 
(16) a,, Cus Sy 


y 
constitute a continuous group of transformations in Lir’s sense. It is hoped to 
study this group in detail in a subsequent note. 
PRINCETON, NEW JERSEY. 


*GRAVE, Sur le probléme des trois corps, Nouvelles Annales de Mathématiques, 
ser. 3, vol. 15 (1896), pp. 537-547. 
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ON THE STABILITY OF THE MOTION OF A VISCOUS LIQUID* 


BY 


FRANCIS ROBERT SHARPE 


$1. Introduction. ReyNoups + has established an energy criterion for the 
stability of the motion of a viscous liquid, and has applied it to the case of a 
liquid moving between two parallel planes. For a liquid of density p and vis- 
cosity 4“, moving between two planes 2) apart with mean velocity UV he found 
that the motion is unstable when 


2bpU _ 


517. 


Using the principle that the critical velocity is inversely proportional to the 
hydraulic mean depth he inferred that for a cylindrical pipe of radius a the 
critical velocity is given by 


> 1034, 


2apU 


and he compared this with his experimental value 1900. In the following paper 
I diseuss directly the case of the cylindrical pipe and find that the motion is 


unstable when 
2apU' 410 


I also find, by using a different solution of the equation of continuity and the 
boundary conditions, that the motion between two parallel planes is unstable when 


2hp 


167, 


instead of 517 as found by REYNOLDs. 


§ 2. Rectilinear flow through a pipe. When the motion through a pipe is 
symmetrical the equations of motion, expressed in cylindrical coordinates 7, 0, z, 
are 

* Presented to the Society February 25, 1905. Received for publication May 5, 1905. 

{ REYNOoLDs, Philosophical Transactions of the Royal Society, vol. 186 (1895) 


A, pp. 123-164. 
t Love, Mathematical Theory of Elasticity, vol. 1, p. 217. 
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Cu Cu Cu CP,, Per — Pow 
9 = — 
(2) ct cr Cz ) cr + Cz + r 


The extensions are* Ou/Cr, u/r, Cw/Ccz. and the shear Cu/éz + Cw/Cr. 
Hence + 
Cu 
Py = — p+ 


Cr’ 


Cu Cu 
Pe Pre Cz + cr 


The equation of continuity ist 


Ou u Cw 
3 =0 
(3) Cr Cz 


and the boundary conditions are 
(4) u=w=0 when 


The simplest solution of these equations is § 


Cw Ow Op 
= =Q, = constant, 
ct Cz cr Cz 
a 
1 Cp 2 
w= — (@—?) 
cz 
and the mean velocity of flow is 
a’ Cp 
ez 


$3. Steady non-rectilinear motion. For some minimum value of U, to be 
determined, permanent eddying motion is possible, that is, the rectilinear motion 
is unstable. The mean motion is still rectilinear but w is no longer zero at any 
particular instant. We assume then that 


(5) u=u, w=w+w', 


where @ is a function of 7, and uw’ and w’ are periodic functions of 7 and z whose 


mean values are zero. 

The method used by REYNOLDs is to calculate the average rate of increase of 
the motion u = u’, w= w’, which is the motion relative to the mean motion 
u=0, w=, for a volume of liquid extending to the boundaries of the liquid. 


* LovE, loc. cit., p. 216. 

+ LAMB, Hydrodynamics, p. 512, 521. 
LAMB, loc. cit., p. 134. 
4 LAMB, loc. cit., p. 521. 
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§ 4. The equations of mean motion. Using a bar to denote a mean value 
we have, on substituting (5) in (1), (2) and (3), 

Ou’ Ou O(p,, + p., O(p. + 


cr C2 


+ — Pos — Po 
4/ Pee Peo | 


r 
Ow ow Cw O(p 
p +u’ + (w+ w’) oz = Pa) 


Ow 0 
(6) 


Multiplying (6) by pw’ and pw’ respectively and adding to the preceding equations, 


P| Ct cr Cz Cz r Cr 


cr) 4 Pre + Pre — Poo — Poo 


few u'w') C(w'w') 
| Ot Or Cz Oz cr r | Or 


= 
Cz r 


Taking mean values, we have the equations of mean motion 


{e(ww) | Op, Oop... Pp, 
(7) or + {er 
Multiplying (8) by 7 and integrating” 
_ _ rep Cw 


Since this holds for r = 0, we have C=0. Hence 


(9) = pw’. 


$5. The energy of the relative motion. Subtracting (7) and (8) from the 
preceding equations we have for the relative motion, 


p P + Pre 

cz 
+ Cz 
— 
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Cu’ O — O(u'w’) wu 
Pi a, ta (vw 54+ - —— — 
Ot Or Cz Oz r 
~ ~ 
oP re oP sr + Pry Poo 
rar) Oz r 


Cr Oz 


Ow’ ,, _ ow’ ,ow uw —uw 


Multiplying these equations by w’, and w’ respectively, adding, and taking mean 
values, 


Op’ — Op’ Op’ 
mean value of w (Set Por Dor Per) +w'( Pro fu Pa) 
Or Oz Cr 
Integrating over the section of the pipe and by parts on the right hand side, 
dividing by 27, and remembering that w’, w’ vanish on the boundary, we 
obtain the equation 


-Ow 


a oO oO 


ou’ \? Ow ou 


where, in the second integral on the right, mean values are to be taken. 

The left hand side of this equation is the average rate of increase of the energy 
of the relative motion of a length 1/27 of liquid in the pipe. 

Hence we have REYNOLD’s criterion for the possibility of permanent eddying 
motion expressed in cylindrical coordinates, namely, 


ow Ou’ \? ow’ \? 
(10) or -rdr = = [2 +2(%) 


au” Cu’ Ow'\? 
+( + | rae, 


Oz Or 


where, in the integrand on the right, mean values are to be taken. 

The interpretation of equations (9) and (10) is that in order to maintain the 
relative as well as the mean motion an increased pressure gradient is necessary 
and the additional energy is dissipated in the relative motion, the right-hand 
Trans. Am. Math. Soc. 34 ie 
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integrand of (10) being SroKeEs’s dissipation function expressed in cylindrical 
coordinates. 


§ 6. Determination of a possible relative motion. The solution of the con- 
tinuity equation (6) with the boundary conditions u’ = w' =0, for r=a, 
which leads to a minimum value of U is 


u=LA 2a (sin p + sin 3p) sin Qa LB 9a (sin 2p + 3 sin 4p) cos oa? 


Lz 
w =A 2(sin p + sin 3p) + 9,, Pp +8 cos 3p) cos 


Lz 
+ Bi2 sin 2p + 4sin 4p) + 2 cos 2p + 2 cos 4p sin — =» 
P)T 95, 2a 


as is easily seen on substitution, p being mr/2a. 
These give 


LABrr 


uw = 392 (3 sin p + 3 sin 8p — sin dp — sin Tp). 


Hence from (9) we find, neglecting ww”, the left-hand side of equation (10) 
equal to 


LABr'’ pU 


(8 sin p +8 sin 8p —sin 5p —sin Tp) dr = .215LABapU. 


Substituting the values of w’ and w’ in the right hand side of (10), taking mean 
values, and integrating, we obtain the condition 


9151. 4 
+ (4.26 A* + 6.67 B’) L’ + 35.7 A’ + 16.343". 

Hence for a minimum value of U we have to minimize 


( x Z +( x +( x + 16.34.) 7 


where B/A. 
Differentiating with respect to Z and 2X we find 


3(.304 + .127d’) Lt + (4.26 + 6.67r’) L*? — 35.7 — 16.8407 = 0, 
(— .804 + .127A*) L' + (— 4.26 + 6.67?) L? — 35.7 + 16.3407 = 0. 


Eliminating 2’, 
.4633 + 20.55 + 151.67 — 2333.35 = 0. 
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Hence Z = 1.798, X=1.158, approximately. The minimum value of U is 
therefore given by 


2upU 470 
REYNOLDS’ experiments gave 
2apU _ 1900 


REYNOLDs' result for the flow between two parallel planes{a distance 24 apart is 


2hpU 


517, 


and because the hydraulic mean depth for a cylinder radius « is }a and for two 
parallel planes is ) he inferred that for a cylinder 


§ 7. Flow between parallel planes. When the motion is the same in planes 
parallel to the xy plane the equations of motion are * 


Cu Cu Cu Op... . 
p 


Ca cy Cu cy 
Cv Cv Cv Op,,  Op,, 

ct Cx cy Cx cy 

where 
Cu Cu 
+ Cx?” Py + oy ’ 


Cu Ov 
Ps =P, Cy + Cr 


The equation of continuity is 


In the case of liquid flowing between two parallel planes y = + } the bound- 
ary conditions are «= v = 0 when y= +h. 
The simplest solution of these equations is 


Cu Cp Cp 1 
v=. =, ~ = constant, 


and the mean velocity of flow is 

Cp 

Cx 


* LAMB, Hydrodynamics, pp. 512-520. 


4 
a 
2apU 
P™ = 1084. 
Cu Cr 
~-+ =0. 
Cy 
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Using the method of the preceding problem we find for the equation of mean 


motion 


O(u'r'’) Op 
and the criterion of stability, 


$8. Determination of a possible relative motion. The solution of the con- 
tinuity equation, with the boundary conditions, which leads to a minimum value 


of Uis 
L 
u’ = A(sin p + sin 3p) cos oF + B(2 sin 2p + 4 sin 4p) sin ee 


Le 
v’ = — LA(cos p + § cos 3p) sin oh + LB(cos 2p + cos 4p ) cos a5” 
where p = my/2h. 
These give 
du’ = — LAB {1;3\ sin p + 6 sin 3p + § sin 5p + 3 sin Tp}. 
To determine Cu, Cy we have, on integrating (11), 
Op Cu 
pur C. 
Now u'v’ is an odd function of y and so is Cu/Cy since the mean motion is 
symmetrical with respect to the planes y= +6. Hence C is zero and approxi- 
mately 
Cu 3 Uy 
dy pox 
Hence the left hand side of (12) reduces to 
— 18.6LABpU 


Te 


Substituting the values of w’ and v’ in the right hand side of (12), taking mean 
values, and integrating, we have the condition 


—18.6LABpU 
2 4)? (4,°.4?+ 2B?) + 4)? (2A*+20B") 2728") 


mw (4° A? + Lt + (4A? + 40B*) + 110A? 4+ 272 
2 —3.1LAB : 


= 
or 
= 
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REYNOLDs takes the solution 


Lex 7 L: 
u' = A(cos p + 3 cos 3p) cos ales + B(2 cos 2p + 2 cos 4p) sin “9. : 
v = LA(sinp + sin 3p) sin LB (sin 2p + sin 4p) cos 
a) 


and obtains the condition 


3bUp_ (2A? + $B) + (204? + 16B*) + 82.4? + 
» -\3) 18%Z24B- °@° 


The coefficients of A* and B* being nearly equal, he determines the minimum 
value of U by assuming A = B. t 

It is interesting to notice that his value for v’ vanishes midway between the 
planes and w’ is there a maximum whereas the values here adopted give a maxi- 
muin value of v’ midway between the planes, which seem to be more in accord- 
ance with experiments. 

Using the method of the preceding problem we find a minimum value of 


3h Up 


when Z = 1.898 and A/B = 4.03. 


Hence our final result is that the motion is unstable when 


given by 


REYNOLDS’ result is 517. 


CORNELL UNIVERSITY, April, 1905. 


2b Up _ 


UBER DIE VOLLSTANDIG REDUCIBLEN GRUPPEN, 
DIE ZU EINER GRUPPE LINEARER HOMOGENER 
SUBSTITUTIONEN GEHOREN* 


VON 
ALFRED LOEWY 


Finleitung. 

Unter einer Gruppe} ( linearer homogener Substitutionen verstehen wir 
eine Gesamtheit linearer homogener Substitutionen von der Vollstindigkeit, dass 
das Produkt irgend zweier Substitutionen sowie die reciproke Substitution jeder 
Substitution von (% in ( enthalten ist. Die Abgeschlossenheit einer Gesamtheit 
linearer homogener Substitutionen inbezug auf die Productbildung ist fiir den 
Gruppencharakter nicht ausreichend. Die Substitutionen von (% sollen keiner 
Annahme unterworfen sein, die Gruppe kann also continuirlich oder discontinuir- 
lich sein, jedoch soll durch die Voraussetzung, dass (§ stets das wirkliche Produkt 


irgend zweier seiner Substitutionen enthiilt, ausgeschlossen sein, dass (§ eine 
Congruenzgruppe ist. Eine Gruppe @ linearer homogener Substitutionen in 7 
Variablen heisst reducibel, wenn man v < x lineare homogene Combinationen 
der Variablen mit constanten Coefficienten finden kann, die durch jede Substi- 
tution von (§ nur unter einander transformirt werden. Anders ausgedriickt, 


eine Gruppe (5 linearer homogener Substitutionen in x Variablen heisst reducibel, 
wenn man eine constante Matrix 7’ von nicht verschwindender Determinante 
angeben kann, dass alle Matrices der zu ( iihnlichen Gruppe @ = 76 7-' 
gleichzeitig von der besonderen Form: 


21 
werden und (j,, einen Inbegriff von Matrices mit vy <x» Zeilen und Colonnen 
bedeutet. Die angewandte symbolische Bezeichnung sagt aus: man kann die 
Gruppe ( durch Einfiihrung neuer Variablen in die Gruppe G transformiren, so 
dass jede Substitution der transformirten Gruppe G von der besonderen Form 


* Presented to the Society (Chicago) April 22, 1905. Received for publication December 26, 
1904. 
} Fiir Gruppen sowie Gesamtheiten von Matrices beniitze ich deutsche, fiir eine einzelne 
Matrix lateinische Buchstaben. 
504 
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wird. 
Eine jede reducible Gruppe  linearer homogener Substitutionen liisst sich 
durch Einfiihrung linearer homogener Functionen der Variablen mit constan- 
ten Coefficienten stets derartig in eine ihnliche Gruppe Y = 2G /-' transfor- 
miren, wobei /? eine constante Matrix ist, dass gieichzeitig alle Matrices der 
Substitutionen der Gruppe 9, oder, wie ich statt dessen kurz sage, die Gruppe 
% von der besonderen Form : 


0 
22 -- 0 
0 


. . . . . 


wird. Sind die > mit ( isomorphen Gruppen linearer homogener Substitu- 
tionen, die durch die Matrices a,,, a,,, +--+, @,, bestimmt werden, was stets zu 
erreichen und worauf fiir das Folgende besonderes Gewicht zu legen ist, irre- 
ducible Gruppen, so sagen wir: ( ist unter Hervorhebung seiner irreduciblen 
Bestandteile oder Teilgruppen in eine ahnliche Gruppe transformirt. Die 
irreduciblen Gruppen a,,, +++, heissen die irreduciblen Bestandteile 
oder Teilgruppen von &, die sich bei der Darstellung von ( in der Form 
ergeben. 

Fiir die irreduciblen Bestandteile von (5 habe ich den auch fiir die Theorie 
der linearen homogenen Differentialgleichungen wichtigen Satz hergeleitet, dass, 
wie auch immer ( unter Hervorhebung seiner irreduciblen Bestandteile in eine 
tihnliche Gruppe transformirt wird, die irreduciblen Bestandteile von (, falls 
man iihnliche Gruppen als nicht verschieden ansieht, bis auf die Reihenfolge 
eindeutig bestimmt sind.* 

Unter den Gruppen linearer homogener Substitutionen verdienen diejenigen 
besondere Aufmerksamkeit, die ich nach einem brieflichen Vorschlage von Herrn 
W. Burnside als vollstindig reducibel bezeichne. Eine Gruppe ( linearer 
homogener Substitutionen heisst vollstiindig reducibel, wenn man wenigstens eine 

*A Loewy, Uber die Reducibilitit der Gruppen linearer homogener Substitutionen, Transactions 
of the American Mathematical Society, vol. 4 (1903), p. 44. Eine Anwendung dieses 
Satzes auf hdhere complexe Zahlen giebt Herr EpSTEEN in seiner Arbeit: Semireducible hyper- 
compler number systems, Transactions, vol. 4, p. 444. 

+ Inzwischen hat Herr W. BURNSIDE diese Bezeichnung auch in seinen Arbeiten, On the reduc- 
tion of a group of homogeneous linear substitutions of finite order, Acta mathematica, vol. 28, 369- 
387, und On the representation of a group of finite order as an irreducible group of linear substitutions 


and the. direct establishment of the relations between the group-characteristics, Proceedings of the 
London Mathematical Society (2), vol. 1 (1903), 117-123. 


i 
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constante Matrix # von nicht verschwindender Determinante finden kann, dass 
die zu iihnliche Gruppe RG L-' von der besonderen Form 


a, 9 O 9O 


f Le 


0 


wird, also, abgesehen von der Diagonale, die nur irreducible Bestandteile enthalt, 
lauter Nullmatrices stehen. Eine vollstiindig reducible Gruppe ist also auf fol- 
gende Art charakterisirt: Man kann durch Einfiihrung neuer Variablen stets 
erreichen, dass nach der Transformation die Variablen in Systeme zerfallen, die 
Variablen eines jeden Systemes sich nur unter einander transformiren und die 
Gruppen linearer homogener Substitutionen, die jedes Variablensystem fiir sich 
allein definirt, irreducibel sind. Jn der Bezeichnung “ vollstiindig reducibel” 
sollen auch die irreduciblen Gruppen eingeschlossen sein; bei den irreduci- 
blen Gruppen ist in dem zuletzt hingeschriebenen Schema =1. 

Bei einer grossen Klasse von Gruppen folgt aus ihrem Charakter unmittelbar 
ihre vollstiindige Reducibilitat. Eine derartige Klasse von Gruppen habe ich 
in den Transactions* mitgeteilt, und Herr L. E. Dickson} hat hieran 
anschliessend das von mir erhaltene Resultat in weitgehendster Weise verallge- 
meinert. Auf Grund der Dicksonschen Arbeit kann mit Hiilfe des Begriffes 
der vollstiindigen Reducibilitit, wenn wir ihn noch auf Gruppen linearer homo- 
gener Substitutionen mit Coefficienten aus einem Korper (vgl. S. 509) erweitern, 
der folgende Satz ausgesprochen werden: Ist /’ irgend ein Rationalitiitsbereich, 
der kein endlicher Korper ist, und F’(p,) der aus #’ durch Adjunction einer 
Wurzel p, einer Normalgleichung r-ten Grades im Rationalitiitsbereiche ’ 
hervorgehende Rationalitiitsbereich, so ist jede Gruppe linearer homogener Sub- 
stitutionen mit Coefficienten aus /’, die in /’ irreducibel ist, in dem weiteren 
Rationalititsbereiche /’'(p,) vollstiindig reducibel und zwar kann sie, wenn sie 
nicht auch in irreducibel ist, in eine Gruppe { ,,, } 
linear transformirt werden. (,,, @),, bedeuten in F’(p,) irre- 
ducible Gruppen linearer homogener Substitutionen, deren Coefficienten nicht 
ausnahmslos angehéren. Die Substitutionen von (,(s=1,2,---,7—1) 
werden erhalten, indem man in den Coefficienten jeder Matrix der Substitu- 
tionen der Gruppe (5,, die Wurzel p, durch p, ersetzt ; hierbei ist angenommen, 
dass die Normalgleichung r-ten Grades in /’, die p, zur Wurzel hat, ausser p, 
noch die Wurzeln p,, p,. ---, p,_, besitzt. 


*A, Loewy, Uber die Reducibilitat der reellen Gruppen linearer homogener Substitutionen, Trans- 
actions, vol. 4 (1903), 171-177. 
tL. E. Dickson, On the reducibility of linear groups, Transactions, vol. 4 (1903), 434-436. 


0 a 0 0 --- 0 
mu 
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Auf vollstiindig reducible Gruppen linearer homogener Substitutionen ist 
auch Herr I. Scuur* in seiner ausgezeichneten Dissertation gefiihrt worden. 
Er hat sich dort das Problem gestellt und auch vollig erledigt, das wir 
folgendermassen formuliren: Alle Gruppen 7(() linearer homogener Sub- 
stitutionen zu finden, die der allgemeinen Gruppe ( linearer homogener Sub- 
stitutionen in m Variablen isomorph sind, und bei denen die Substitutions- 
coefficienten ganze rationale homogene Functionen n-ter Dimension der m? 
Coefficienten der Gruppe sind. Von Herrn Scuur’s Resultaten fiihren wir 
an: Jede Gruppe 7( (5) ist vollstiindig reducibel (Vgl. S. 71). Die Gesamtheit 
aller irreduciblen Bestandteile der Gruppen 7(() ist, wenn man iihnliche 
Gruppen als nicht verschieden ansieht, endlich und zwar gleich der Anzahl / der 
Zerlegungen der ganzen Zahl x in hochstens m gleiche oder verschiedene posi- 
tive Summanden. Zwei Gruppen 7'( (5) sind dann und nur dann iihnlich, wenn 
stets in zwei entsprechenden Matrices der zwei isomorphen Gruppen die Summen 
der Glieder ihrer Hauptdiagonalen einander gleich sind. Die Ergebnisse des 


S$lund $2 meiner Arbeit, Zur Gruppentheorie mit Anwendungen auf’ die 
3 3 ’ 
Theorie der linearen homogenen Differentialgleichungen, Transactions, Bd. 


5, 5. 61, sind nur ganz specielle Fille der Schurschen Theorie. Aus Scuur’s 
Untersuchungen ergiebt sich auch, dass man auf §. 65 in Formel (6) meines 
Aufsatzes I1_A noch weiter linear derartig transformiren kann, dass A,, = 0 
wird; dies ist mir bisher nicht mit so einfachen Hiilfsmitteln, wie ich sie am 
angefiihrten Orte anwandte, zu beweisen gelungen. 

Im § 1 der vorliegenden Arbeit beweise ich iiber vollstiindig reducible Grup- 
pen das folgende Theorem: Jede Gruppe linearer homogener Substitutionen, 
die eine definite Hermitesche Form in sich transformirt, ist vollstindig 
reducibel. 

Nach einen von Herrn Moore und mir fF in der gleichen Woche veroffent- 
lichten Satze gehort zu jeder endlichen Gruppe linearer homogener Substitu- 
tionen eine invariante definite Hermitesche Form. Aus dem mitgeteilten The- 
oreme folgt daher der von Herrn Frosentus ¢ im Verlaufe seiner tiefgehenden 
Untersuchungen jiber die endlichen Gruppen linearer homogener Substitutionen 
erhaltene und auch hiervon unabhiingig von Herrn MascuKe § gefundene Fun- 


*I. Scnur, Uber eine Klasse von Matrizen, die sich einer gegebenen Matrix zuordnen lassen, 
Berlin, 1901. 

tA. Loewy, Comptes Rendus, vol. 123 (1896), 168-171; E. H. Moore, Mathe- 
matische Annalen, Bd. 50, S. 213-219. 

{G. Frosentus, Uber die Darstellung der endlichen Gruppen durch lineare Substitutionen, I und 
II, Sitzungsberichte der Preussischen Akademie der Wissenschaften, 1897 u. 
1899. Vgl. Jahrgang 1899, S. 483. 

§H. MASCHKE, Beweis des Satzes, dass diejenigen endlichen linearen Substitulionsgruppen, in 
welchen einige durchgehends verschwindende Coefficienten auftreten, intransitiv sind, Mathe- 
matische Annalen, Band 52, S. 363, Einen neuen Beweis hat W. BURNSIDE in der S. 002 
zuerst citirten Arbeit gegeben. 


| 
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damentalsatz: Jede endliche Gruppe linearer homogenen Substitutionen ist 
vollstiindig reducibel. 

Nicht jede reducible Gruppe linearer homogener Substitutionen ist vollstiin- 
dig reducibel. Ich leite in der vorliegenden Arbeit im §2 und den folgenden 
Paragraphen —die Lectiire des § 1 ist fiir das Verstiindnis der folgenden Para- 
graphen entbehrlich—den fiir die Theorie der unendlichen Gruppen linearer 
homogener Substitutionen, wie mir scheint, fundamentalen Satz her: Zw jeder 
Gruppe ( linearer homogener Substitutionen gehoren p vollstiindig reducible 
Gruppen linearer homogener Substitutionen ; diese sind ebense wie die irre- 
duciblen Bestandteile von (, wenn man thnliche Gruppen als nicht verschie- 
den ansieht, vollig eindeutig bestimmt. Die w vollstindig reduciblen, zu & 
gehirigen Gruppen sind, was fiir die irreduciblen Bestandteile von ( nicht 
zutrifit, auch ihrer Reihenfolge nach eindeutig festgelegt. Man kann also 
von der ersten, zweiten, u. 8. w. bis p-ten vollstindig reduciblen zu & gehori- 
gen Gruppe sprechen. Die Gesamtzahl der Variablen der wp Gruppen ist 
gleich der Variablenzahl von Ist =1, so ist die Grunpe © vollstindig 
reducibel. Zu den yu vollstiindig reduciblen Gruppen, die zu @ gehoren, gelangt 
man auf folgende Weise: Jede Gruppe (% linearer homogener Substitutionen 
kann durch eine constante Matrix P von nicht verschwindender Determinante 
in eine ‘ihnliche Gruppe = P-' der besonderen Form : 


transformirt werden, so dass die Gesamtheit von Matrices },, bez. 
Yoo, Wy, vollstiindig reducible Gruppen definiren. ---, 
lege ich als gewisse Maximalgruppen ihrer Art fest. (Vgl. $5.) Eine Trans- 
formation von ( in eine ‘ihnliche Gruppe, wie sie eben geschildert wurde, 
bezeichne ich als eine Transformation.von in eine dhnliche Gruppe unter 
Hervorhebung aller auf einander folgender grésster vollstindig reducibler 
Gruppen. 

Eine Darstellung der Gruppe ( in der Form %", also unter Hervorhebung 
aller auf einander folgender grésster vollstindig reducibler Gruppen, ist durch- 
aus nicht eindeutig. Es gilt nun folgender Satz: Wie auch immer eine Gruppe 
(S linearer homogener Substitutionen unter Hervorhebung aller auf einander 
Solgender grésster vollstindig reducibler Gruppen in eine dhnliche transfor- 
mirt wird, so sind die vollstiindig reduciblen Gruppen, die sich bei einer derarti- 
gen Darstellung von & ergeben, den vollstindig reduciblen Gruppen, die sich 
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bei irgend einer anderen Darstellung von ( unter Hervorhebung aller auf 
einander folgender grésster vollstindig reducibler Gruppen ergeben, DER 
REIHE NACH zugeordnet, so dass zwei zugeordnete vollstindig reducible Grup- 
pen gleichviele Variablen haben und thnliche Gruppen sind. 

Im $6 setzen wir voraus, dass eine Gruppe ( linearer homogener Substi- 
tutionen vorgelegt sei, bei der alle Coefficienten simtlicher Substitutionen 
Zahlen aus einem unendlichen Zahlkérper oder Rationalitiitsbereiche sind. 
Den Begriff der Reducibilitit einer Gruppe linearer homogener Substitutionen 
mit Coefficienten aus 2 beziiglich des Korpers 2 habe ich im § 4 meiner Arbeit, 
Uber die Reducibilitit der Gruppen linearer homogener Substitutionen, 
Transactions, Bd. 4, S. 58 ff., auseinandergesetzt. Die lineare homogene 
Substitutionsgruppe ( in n Variablen, deren Substitutionscoefficienten aus- 


nahmslos dem Koérper 2 angehoren, ist beziiglich  reducibel, wenn man m < 
lineare homogene Functionen der Variablen mit constanten Coefficienten finden 
kann, welche durch eine jede Substitution der Gruppe nur unter sich transfor- 
mirt werden und dabei ausschliesslich Transformationen mit Coefficienten aus 
© erleiden. Eine Gruppe ( linearer homogener Substitutionen mit Coeffi- 


cienten aus 2 nenne ich beziiglich des Korpers Q vollstindig reducibel, wenn 
man wenigstens eine Matrix 72 von nicht verschwindender Determinante finden 
kann, dass die zu ( iihnliche Gruppe (§2-' von der besonderen Form 
Gruppen linearer homogener Substitutionen mit Coefficienten aus  bedeuten 
und entsprechend dem beniitzten Symbole rechts wie links von jedem beziiglich 
Q irreduciblen Bestandteile a,(i= 1, 2, ---, %) Nullmatrices stehen. Eine 
Gruppe linearer homogener Substitutionen mit Coefficienten aus 0, die beziig- 
lich © vollstiindig reducibel ist, ist also auf folgende Weise charakterisirt : Man 
kann durch Einfiihrung neuer Variablen stets erreichen, dass nach der Trans- 
formation die Variablen eines jeden Systems sich nur unter einander transfor- 
miren, die Gruppen linearer homogener Substitutionen, die jedes Variablen- 
system fiir sich allein definirt, nur Coefficienten aus © haben und beziiglich 0 
irreducible Gruppen sind. In der Bezeichnung “ beziiglich © vollstindig redu- 
cibel” sollen auch die beziiglich © irreduciblen Gruppen mit Coefficienten aus 
© eingeschlossen sein. Im $6 wird die Erweiterung der im § 2-$5 gegebenen 
Untersuchungen auf Gruppen mit Coefficienten aus 2 behandelt. 


$1. Gruppen, die eine definite Hermitesche Form in sich transformiren. 


Fiir die in der Uberschrift genannten Gruppen soll der auf Seite 507 der Ein- 
leitung angegebene Satz bewiesen werden.* Nach Voraussetzung transformirt 


*Inzwischen hat Herr I. SCHUR einen etwas einfacheren Beweis des Herrn FROBENIUS ver- 
éffentlicht. ScHurR, Sitzungsberichte Preuss. Akad. der Wiss., April 6, 1905, S. 416. 
Nachschrift vom August 1905. 
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die Gruppe (% linearer homogener Substitutionen eine definite Hermitesche 
Form //, in sich. Ist die Gruppe ( eine irreducible Gruppe, so gehort ( zur 
Klasse der vollstiindig reduciblen Gruppen, und der Satz ist bewiesen. Sei 
daher (5 eine reducible Gruppe. In diesem Falle giebt es eine constante 
Matrix 7’ von nicht verschwindender Determinante, dass die Matrices aller 
Substitutionen der transformirten Gruppe @ = 77" gleichzeitig von der 


Form: 


werden ; hierbei bedeuten (5 


Matrices mit v Zeilen und v Colonnen, 
bez. n — v Zeilen und v Colonnen, bez. n — v Zeilen und n — v Colonnen. Da 
die Substitutionen von ( nach Voraussetzung eine Hermitesche Form /7, inva- 
riant lassen, existirt auch fiir die zu (} iihnliche Gruppe (S eine invariante Her- 
mitesche Form. Sie sei mit /7 bezeichnet. Man findet sie aus der Her- 
miteschen Form //, dureh Einfiihrung der neuen Variablen der Gruppe © 
in //,. Ist G die Matrix einer beliebigen Transformation aus (5 und bedeutet 
stets der obere Index 0 das Ersetzen aller Terme durch die conjugirt ima- 
gindren, so ist nach der Frobeniusschen * Symbolik : 

(G°) HG = H, wid es wird: H,=(T°)’HT. In den obigen Formeln 
bedeuten ( 7") bez. ( @)' die zu T’ bez. G transponirten oder conjugirten 
Matrices. Da //, eine definite Hermitesche Form ist, folgt, dass auch die aus 
H, durch Transformation hervorgehende Hermitesche Form 77, die durch die 


Gruppe G in sich transformirt wird, definit sein muss. /7 moge lauten : 


Wir fiihren auf /7 die Substitution : 


(i=1, 2, v), 


<= 


n—v): 


aus. Wir finden dann als Coefficienten von y;¥',, (i =v, hk 


In der verwandten Substitution (1) bestimmen wir die Grossen 2,,,; derartig, 
dass der soeben hingeschriebene Coefficient von y;y),,, Null wird. Die fiir die 
(n —v)v Grossen X,, getroffene Wahl ist auch stets moglich; denn bei einer 


definiten Hermiteschen Form: 


*G. Frosentus, Uber lineare Substitutionen’ und bilineare Formen, Journal fiir Mathe- 
matik, Bd. 84, S. 1; ferner G. Fropentus, Uber die principale Transformation der Thetafunctionen 
mehrerer Variablen, ibid., Bd. 95, S. 264. Vgl. auch A. LoEwy, Uber bilineare Formen mit con- 
jugirt imaginéren Variablen, Nova Acta der Ksl-Leopold. Carol. Deutschen Aka- 
demie der Naturforscher, Bd. 71 (1898), No. 8. 


fan 

H= 2° 2, (of = a,,). 

— 
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i=n k=n 


a2; 
i=l 
miissen alle Hauptunterdeterminanten von Null verschieden sein, mithin ist auch 
die Determinante : 


a 


n,v+l n,n 


ungleich Null. 
Wiihlt man die Substitutionscoefficienten fiir die Substitution (1) , wie ange- 
geben, so geht /7 in die neue Hermitesche Form : 


i=v i=n k=n 


i=1 k=l i=v+ 


iiber. Da die neue Hermitesche Form (2) aus der definiten Hermiteschen Form 
H durch Transformation thervorgeht, so ist sie ebenso wie /7 definit. 

Durch Ausfiihrung der Substitution (1) wird die rechts oben bei (G ) stehen- 
de Nullmatrix nicht zerstért, und G geht in die iihnliche Gruppe ( der Form: 


0 
(G): 
Gy 


iiber ; die Gruppe ( transformirt die Hermitesche Form (2) in sich. 

Durch lineare homogene Transformation der Variablen y,, y,, ---, y, fiir sich 
und gesonderte lineare homogene Transformation von y,.,, kann 
wegen des definiten Charakters der Hermiteschen Form (2) bewirkt werden, 
dass : 


i=v k=y 

i=:1 k=1 


und 
{=n k=n 
ji=v+1 k=v+ 

ubergehen, wir also die Hermitesche Form >°'='2,2" erhalten. 


Durch Einfiihrung der neuen Variablen geht (5 in eine neue, zu ( und daher 
auch zu (§ iihnliche in den Variablen x geschriebene Gruppe iiber; sie sei mit 
(§ bezeichnet. Durch Einfiihrung der neuen Variablen wird die Nullmatrix, 
die bei (§ rechts oben auftrat, nicht zerstért ; daher wird (§ von der Form: 


0 
Wy, 


(W): 


i 
f 
v+1 Ay +2, n 
e 
i 
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Wir behaupten, dass jetzt auch ,, eine Nullmatrix ist. Die Gruppe ( fiihrt 
die Hermitesche Form 

E = > 20, 

i=l 

in sich iiber. Daher muss, wenn G eine beliebige Substitution aus (§ ist, nach 
der Frobenius’schen Symbolik : 

oder folglich 


G = 


sein. Diese Gleichung aber besagt, dass jeder Coefficient der Substitution G 
gleich dem conjugirt imaginiiren Werte der ihm zugehorigen Unterdeterminante 
n — 1 ten Grades dividirt durch den conjugirt imaginiiren Wert der Substitu- 
tionsdeterminante ist. Die Unterdeterminanten, die aber zu Coefficienten der 
ersten v Colonnen und letzten n — v Zeilen gehoren, sind Null, da jede derselben 
die v(n—v) Nullen der rechts oben stehenden Nullmatrix enthiilt; folglich 


ist G',, Null zu setzen.* 


Sind (§,, und @,, irreducible Gruppen linearer homogener Substitutionen, so 
ist unser Satz bewiesen. Sind (%,, und (%,, oder ist eine dieser Gruppen redu- 
cibel, so fiihrt jede von ihnen eine definite Hermitsche Form, nimlich 


» » pd » ap 
bez. 


0 
+ 49% v+2 + + v4 n? 


in sich iiber. Die Teilgruppen sind folglich von demselben Charakter wie die 
urspriinglichen. Eine eventuelle wiederholte Anwendung des gleichen Verfah- 
rens wie oben erweist daher sicher die Richtigkeit unseres Satzes, indem sie 
schliesslich zu irreduciblen Teilgruppen mit sich gesondert transformirenden 
Variablen fiihrt. 

Im Voraufgehenden habe ich den gleichen Gedankengang beniitzt, der Herrn 
MascukE in der oben citirten Arbeit dazu fiihrt, die vollstindige Reducibilitat 
der endlichen Gruppen linearer homogener Substitutionen zu zeigen. Die von 
Herrn MascukeE verwandten Schliisse musste ich jedoch etwas modificiren, da 
seine Darstellung ein kleines Versehen enthilt, auf dass ich aufmerksam zu 
machen nicht unterlassen kann. Herr MascHke will nachweisen, dass man jede 
Hermitesche Form : 


*Vgl. hierzu das von Herrn STICKELBERGER im $2 der Programmabhandlung des 
Ziiricher Polytechnikums, Ueber reelle orthogonale Substitutionen (1877), bewiesene Lemma: 
‘* Wenn in einem (nicht notwendig reellen ) orthogonalen System alle Coefficienten versch winden, 
welche m Zeilen mit n —m Colonnen gemeinsam haben, so verschwinden auch alle diejenigen, 
welche die iibrigen » —m Zeilen mit den tibrigen m Colonnen gemeinsam haben.”’ 
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A 
iki “hk? 


a 


durch eine lineare homogene Substitution von nicht verschwindender Determi- 
nante : 


k=v 
Ain 


k=v 
+ 
in die Form: 


i=v k=v i=n k=n 


k=1 t=v+1 k=v+1 
transformiren kann. Dies trifft nicht zu, wie das einfache Beispiel 
2,2) + 2,2) + 2,2! lehrt; durch z, = A,,y,, %, = y, + »,y, kann die Form nie so 
transformirt werden, dass der Coefficient von y,y', der ,, lautet, verschwindet. 
Thatsiichlich liegt-in der Festsetzung von Herrn MascukeE auf Seite 368, Zeile 
8: “Sei dies die Determinante |X,,| fiir i, k= 1,2,---,7”* eine Bestim- 
mung, die man nicht nach Willkiir machen kann. 
§ 2. 
Die Gruppe ( linearer homogener Substitutionen in x Variablen sei reducibel 
und durch die Matrix S von nicht verschwindender Determinante in die tihnliche 
Gruppe 2 = S@S-' transformirt, so dass diese die Form : 


%, 0 


(2): 


annimmt; dabei bedeute 9,, einen Inbegriff von Matrices mit v < n Zeilen und 
Colonnen, eine weitere Voraussetzung wird iiber Y{,, in diesem § nicht gemacht. 
%,, bez. Y2,, bezeichnen einen Inbegriff von Matrices mit m — v Zeilen und v 
bez. n —v Colonnen. ferner in die iihnliche Gruppe der Form: 


( B) b,, 
transformirt sein ; hierbei bedeute 6,, eine Gesamtheit von Matrices mit g, < n 
Zeilen und Colonnen und demnach 6;, bez. 6}, einen Inbegriff von Matrices mit 
n—q, Zeilen und g, bez. n —g, Colonnen. Uber 6,, sei die fiir das Folgende 
wesentliche Voraussetzung gemacht, dass 6,, eine irreducible Gruppe linearer 
homogener Substitutionen in g, Variablen definire. 
Die Substitutionen von mogen 


* Herr MASCKKE hat statt meines v den Buchstaben r. 


i=n k=n 
> 
i=l k=1 
(t=1,2,---,v), 
| 
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(1) Day! i 
e=1 


lauten; ¢ habe hierbei die Werte 1, 2,3, --- und charakterisire die einzelnen 
Substitutionen der Gruppe .* 

Da die Gruppe % die Form (2) hat, werden sich in (1) die ersten v Vari- 
ablen in der Form 


(2) = Yi, 
baz 


transformiren ; es wird also fiir i = v, k > v stets a’) = 0 sein. 


Die Substitutionen von 8 mogen : 


(3) 


lauten; der obere Index ¢, der die Werte 1, 2, 3, --- annehmen mége, soll 
dabei die einzelnen Substitutionen von B angeben. 

Die ersten g, Variablen, welche die Substitutionen der nach Voraussetzung 
irreduciblen Gruppe b,, bestimmen, werden Substitutionen der Form : 


erleiden. 

Die Gruppe © ist den Gruppen A und % ihnlich; daher werden die zwei 
Gruppen 2% and ¥ unter einander ‘ihnlich sein, d. h. es wird eine Transformation: 


(5) 2 = + (i=1,2,---,m), 


von nicht verschwindender Determinante |q,,| existiren, die mit der zu ihr 
cogredienten Substitution : 


(5’) 
s=1 


alle Substitutionen der Gruppe % in die entsprechenden von ¥ iiberfiihrt. Es 
wird also die symbolische Gleichung 8 = QYQ"' statthaben. Die sich ent- 
sprechenden Substitutionen von 9 und Y sind durch gleiche Werte des oberen 
Index ¢ charakterisirt. 


* Eine solche Charakterisirung der einzelnen Substitutionen von 2 durch einen oberen Index 
t ist eigentlich nur zuliissig, wenn 2% eine endliche oder abziihlbare unendliche Menge von Sub- 
stitutionen enthilt. Besitzt 2 eine nicht abziihlbare Menge von Substitutionen, so kann man 
die einzelnen Substitutionen von 2% nicht derartig durch einen oberen Index ¢ charakterisiren. 
Unsere Schliisse gelten auch fiir unendliche Gruppen linearer homogener Substitutionen mit 
einer nicht abziihlbaren Menge von Substitutionen, denn unsere Betrachtungen hingen gar nicht 
von der Charakterisirung der Substitutionen durch den Index tab. Wir haben nur der Bequemlich- 
keit wegen im Texte den oberen Index ¢ beniitzt, um auf die Zuordnung der entsprechenden 
Substitutionen von 2% und % gelegentlich hinweisen zu kénnen. 
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Wir wollen folgenden Hilfsatz beweisen: Sind % und B cihnliche Gruppen 
linearer homogener Substitutionen der Form (X) und (8) und werden durch 
irgend eine Transformation (5) von nicht verschwindender Determinante und 
die zu ihr cogrediente (5') die Substitutionen der einen Gruppe in die der 
anderen iibergefiihrt, so miissen, wenn b,, eine irreducible Gruppe linearer 


homogener Substitutionen ist und zwischen You Yy UNE 25 


auch nur eine einzige lineare homogene Relation mit constanten Coefficienten 
besteht, in der iiberfiihrenden Transformation (5) die ersten g, Gleichungen 


lauten, also fiir i = 9,, k > v miissen die Grissen q,, notwendig Null sein. 
Den Beweis zerlegen wir in zwei Teile: 
(1) Angenommen, es bestehe fiir eine der Zahlen 1, 2, ---, g,, die ich mit 


Z bezeichne, in der Substitution (5) die Relation: 

Infolgedessen wird fiir die cogrediente Substitution : 

Nach Voraussetzung ist also = = = Gm =9- 
Nach (6) und (2) wird: 


Aus (4) und (5’) ergiebt sich: 


s=9 


Der Vergleich von (7) und (8) lehrt, dass die Coefficienten von ¥/,,, y/o, 
in (8) verschwinden miissen, d. h. es miissen die Relationen bestehen : 
ong 
(9) (t=v+l1, n; t= 


s=1 


Wir betrachten die erste dieser Relationen (i =v +1) und bedenken, dass 
infolge von (6) g,,, = 9 sein muss. Daher erhalten wir: 


Da 6,, eine irreducible Gruppe linearer homogener Substitutionen in g, Vari- 
ablen iat, muss nach den Untersuchungen von Herrn Mascuke * ¢ mindestens 


*MASCHKE, a. a. O., S. 365, 366. 


Trans. Am. Math. Soc. 35 


Yn 
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gleich y, — 1 sein; denn jede Gruppe linearer homogener Substitutionen, bei der 
die Anzahl der Substitutionen gleich oder kleiner als die um 2 verminderte Zahl 
der Substitutionsvariablen ist, ist notwendig reducibel. Daher stellt (9,) ein 
System von ¢= 4, — 1 linearen homogenen Gleichungen fiir die g, — 1 Grossen 
bestimmt fixirte Zahl aus der Reihe der Zahlen 1, 2, ---, ¢,. 

Sollen nicht siimtliche der g, — 1 Grossen : 


verschwinden, so muss jede der Determinanten : 


| iy) (i i,) (4) 


die man erhiilt, wenn man i,, i,,---, i, _, irgend welche g, —1 verschiedene 
Werte aus der Zahlenreihe, die ¢ durchliuft, beilegt, Null sein. Anders aus- 
gedriickt: Man muss aus der /-ten Zeile der Substitutionsgruppe b,, die g, — 1 
Coefficienten : 


herausgreifen konnen, dass jede der Determinanten, gebildet aus den entspre- 
chenden Coefficienten jeder moglichen Combination von je g, — 1 Substitutionen 
der Gruppe 6,,, verschwindet. Tritt dies aber ein, so ist die Gruppe 6,,, wie 
aus einem Satze von Herrn Mascuke* folgt, reducibel. Infolgedessen bleibt 
nur iibrig, dass die gy, — 1 Grossen: 


siimtlich gleichzeitig verschwinden. 
Mit Hiilfe der weiteren Gleichungen des Systems (9) wird auf genau die 
gleiche Weise der Nachweis gefiihrt, dass : 


(10) = = KH = 0 (i=v+2,---,n) 
ist. 
Unter Beriicksichtigung von (10) und 


ergiebt sich daher, dass im Falle (I) die ersten g, Gleichungen von (5) notwen- 
dig die Form (5, ) haben miissen. 

(11). Wir setzen jetzt voraus, dass zwischen y,, #2, 229 
irgend eine lineare homogene Relation : 


*H. MASCHKE, a.a. O., S. 364, 366. 


1905] EINER GRUPPE LINEARER HOMOGENER SUBSTITUTIONEN GEHOREN 517 


(11) + t+ + + + +e,2%,, =O 


bestehe. Hierbei bedeuten d,, d,, ---, d,, €,, 2, --+, €,, Constante, von denen 
weder alle d noch alle e Null sind. Wir fiihren Fall (II) auf (1) zuriick. Zu 
dem Zwecke setzen wir: 


und verstehen unter ---, dieselben Grossen wie unter ¢,, -+-, 


Die Anderung der Bezeichnung ist nur aus Griinden des Symmetrie vorgenom- 


men. Wir fiihren g,—1 neue weitere Variablen 2,, 2,,---, 2, durch die 
Gleichungen : 


ein, hierbei sind die ¢’ ganz willkiirliche Constante, die nur so gewiihlt sein 
sollen, dass die Determinante (¢=1,2,---,g,; A=1,2,---,9,) von 
Null verschieden ist. Durch die Formel: 


definiren wir die sich mit 2,, 2,, ---, 2,, cogredient transformirenden Variablen 


2,5 Fiihrt man in der Gruppe fiir z,, z,, ---, z,, die Variablen 
- - 


ein, ersetzt ferner ---, mach (12’) durch 23,---, 2), 
behalt hingegen 2, %, SOWIE 2) bei, so geht die 
Gruppe % in eine ihnliche Gruppe % iiber; die letztere ist dann in 


den Variablen 2, 2, 2,5 % 429 bez den Variablen 


A eee 


n 


z, geschrieben. Bedeutet: 


(13) Vix + EP (i=1, 2, ---, K=1,2,-+-,m), 
so ergiebt sich aus (5) und (12): 


(14) 

Die hierzu cogrediente Substitution ist nach (5’) und (12’) gegeben durch : 

= Wath + + + VinYn 91), 
(14’) 1 : 1 


Die Formeln (14) und (14’) vermitteln den Ubergang von der Gruppe % zu der 
ihr ihnlichen Gruppe %. In transformiren sich die Variablen 2,, 2,, ---, 
nach der irreduciblen Gruppe b,,, die aus der irreduciblen Gruppe 6,, in- 
folge der Transformation (12) hervorgeht. Ersetzt man in (11) die Variablen 
215 225 +++, %,, durch ihre Werte nach (5), so erhilt man durch Nullsetzen der 
Factoren von ¥,, y,, ---, y, das Gleichungssystem : 
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wobei d,., = »=-+-=d,=0 ist. Beachtet man (13), so wird die Rela- 


tion: 2, = — (d, + +---+d,y,) durch Beniitzung der ersten v Glei- 
chungen (11,) iibergehen in: 


Da 6,, eine irreducible Gruppe linearer homogener Substitutionen ist und die 
Gleichung (14,) besteht, muss nach dem in (1) dieses § bewiesenen Resultate : 


(15) Vis = = (i=v+1,---,n) 
werden. Unter Beachtung von (13) lauten die ersten g, Gleichungen von (15): 


Da die Determinante 
2, +++, 13 R=1, 2, 91) 


von Null verschieden ist, miissen die Gréssen 


Givers Yovers 
siimtlich verschwinden. Ebenso schliesst man aus den Gleichungen (15) weiter, 


dass: 
(i=v+2,---, 2) 
wird. 
Hiermit ist gezeigt, dass bei den iiber die Gruppen % und 3 gemachten Vor- 
aussetzungen, wenn ¥,, Yo5 Yys 25 %,, nicht linear unabhiingig sind, 


in der Transformation (5) die ersten g, Variablen sich notwendig nach (5,) 


transformiren. 


Die Gruppe (5 linearer homogener Substitutionen in x Variablen sei in die 


iihnliche Gruppe YX" der Form : 
(2) 


transformirt, dabei sollen , , einen Inbegriff von Matrices mit v Zeilen 


und v Colonnen, bez. x» — v Zeilen und v Colonnen, bez. n — v Zeilen und n — v 


Colonnen bedeuten. 

Definirt U;,, fiir sich betrachtet, eine vollstindig reducible Gruppe linearer 
homogener Substitutionen, und existirt keine Matrix Z von nicht verschwinden- 
der Determinante, welche die Gruppe ( in eine tihnliche Z(Z-' der Form: 


MWh 0 
0 


j 
e+1,e+1 0 
i} . 
| 
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iiberfiihrt, wobei a,,, .., eine irreducible Gruppe linearer homogener Substitu- 
tionen in 9) Variablen bedeute und demnach 5, , 23, , Matrices 
mit n —v—f.,, Zeilen und v bez. f.., bez. n — v — f.,, Colonnen vorstellen, 
so sagen wir: die Gruppe (§ ist unter Hervorhebung ihrer gréssten vollstin- 
dig reduciblen Gruppe MX, in die Gruppe XW transformirt worden. . 

Hat man eine Gruppe ( linearer homogener Substitutionen, so kann man 
offenbar durch wiederholte Einfiihrung linearer homogener Functionen der Vari- 
ablen mit constanten Coefficienten die Gruppe (§ mit Hiilfe einer Matrix S von 
nicht verschwindender Determinante in eine iihnliche Gruppe Xf = S(S~' trans- 


formiren, so dass diese iihnliche Gruppe die Form : 
0 
0 


0 
(16) 
0 
0 0 0 0 0 
A, A A 


e+1,2 e+1,3 e+1, e—1 : e+l,e e+1, e+1 


annimt. 4,5 Q.2,--+, a@,, sollen hierbei irreducible Bestandteile sein, deren Vari- 
ablen sich ausnahmslos gesondert fiir sich transformiren (rechts und links von 
jedem a,, stehen lauter Nullmatrices). Unter Umstiinden kann ¢€=1 sein. 
Ist es unmdglich, die Gruppe A durch weitere Einfiihrung neuer Variablen 
in die Form 


0 Qe41, 0 
A 99 23 ae A 


€+2, 2 e+2, 


e+2,¢€ A. A 042 


zu bringen, so ist (2) eine Darstellung der Gruppe & unter Hervorhebung der 
grossten vollstindig reduciblen Gruppe {04,5 Qo, +++, 0,,}- Die soeben hinge- 
schriebene, vollstiindig reducible Gruppe bezeichnen wir mit Y,, und demgemiiss 
beniitzen wir auch fiir die Darstellung ({) dieses § die Bezeichnung: 


%, 0 


16 


a 
0 0 0 
. 0 0 0 
0 0 0 0 0 
0 Ay 0 is 0 0 0 
0 0 0 ae a. 0 0 
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Ich suche hierdurch Anlehnung an die Bezeichnung des § 2, nur ist in diesem § 
Y,, eine vollstiindig reducible Gruppe, wohingegen im § 2 keine derartige Bedin- 
gung statthatte. 

Die Transformation einer Gruppe (§ in eine iihnliche unter Hervorhebung 
einer grossten vollstiindig reduciblen Gruppe ist durchaus nicht eindeutig. Die 
Gruppe (5 sei unter Hervorhebung der grdssten vollstiindig reduciblen Gruppe 
in analoger Weise wie in die Gruppe % auch in die iihnliche Gruppe % trans- 
formirt. % moge die Form 


by, 0 
0 
0 


(17) (@): 


0 0 0 
0 0 0 0 iss 
Boss Boss: Boas B 


0 
B 


e’+1, e’+1, e’+1 


haben. 6,,, bo», ---, bedeuten hierbei irreducible Bestandteile von @. 


Die Darstellung (3) werde ich auch mit 
(17,) 


bezeichnen. Hierbei bedeutet die  vollstiindig reducible Gruppe 
{ O.,5b.2,---,0..,}. Um Anschluss an den $2 zu gewinnen, soll die Gruppe 


ee) 


¥ der Form (¥) auch mit: 
0 
(17,) (¥): 


bezeichnet werden. 

Die Gruppen % und %, die durclr (16,) und (17,) dargestellt werden, sind 
tihnliche Gruppen, ferner ist $,, eine irreducible Gruppe. Wir konnen daher 
die Ergebnisse des §2 anwenden. Wir tun dies und beniitzen hierbei die 
gleichen Bezeichnungen wie im $2. Infolge der Ahnlichkeit der zwei Gruppen 
A und B giebt es Ubergangsformeln (5) und (5’), welche die Substitutionen der 
zwei Gruppen in einander iiberfiihren. Angenommen, es bestehe zwischen 
Yio Yoo Y, nach Voraussetzung auch nur eine einzige lineare 
homogene Relation mit constanten Coefficienten, so miissen die Gleichungen (5,) 
bestehen, d. h. jede der Variablen z,, z,,---, 2, ist von y,, ¥2,-°--, y, linear 
abhiingig. Mithin sind nur zwei Fille moglich: entweder sind z,, ---, 2,, 
VON gleichzeitig linear abhiingig oder gleichzeitig linear unabhiingig. 


0 0 -+» 0 0 0 

0 0 os 0 0 

0 0 0 

U 


1905] EINER GRUPPE LINEARER HOMOGENER SUBSTITUTIONEN GEHOREN 521 


Die Unmoglichkeit des zweiten Falles ergiebt sich daraus, dass in diesem § 
die Gruppe (5 unter Hervorhebung ihrer gréssten vollstandig reduciblen Gruppe 
Y,, in die Form (%) iibergefiihrt sein soll. Angenommen niimlich, jede der 
Variablen z,, z,, ---, z,, sei von den Variablen y,. ¥,, ---, y, linear unabhiingig. 
In diesem Fall kann man eine zu Y{ und daher auch zu (% iihnliche Gruppe auf 
folgende Weise bilden: Wir halten y,, y,, ---, y, bei, nehmen hierzu noch die 
nach Annahme von diesen v Variablen sowie auch unter einander unabhingigen 
Variablen z,, z,---, %,,, die lineare homogene Functionen von y,, ¥,, Y, 
mit constanten Coefficienten sind, und fiihren zu diesen v + g, Variablen noch 
n —v—g, linear unabhiingige Functionen von y,, y,,---, y, mit constanten 
Coefficienten ein. Die Gesamtheit der Matrices der auf diese Weise gewon- 
nenen, zu YX und ( iihnlichen Gruppe lisst sich dann in der Form: 


4%, 0 0 


schreiben; dabei bedeuten einen Inbegriff von Matrices mit 


n—v—g, Zeilen und v bez. g, bez. »n—v—g, Colonnen. Die zuletzt 
erhaltene Darstellung steht im Widerspruch damit, dass { eine Darstellung der 
Gruppe (§ unter Hervorhebung der gréssten vollstiindig reduciblen Gruppe Y,, 
sein soll. Mithin sind die Variablen in %, die sich auf 6,, beziehen, nicht von 
Yoo Y, linear unabhiingig, und es gelten die Gleichungen (5, ). 

In genau der gleichen Weise ergiebt sich, da die Gruppe % ja auch die Form 
(17), hat, dass die Variablen von %, die zu den irreduciblen Bestandteilen 
gehoren, nicht von y,, y., ---, y, linear unabhiingig sein 
nen; denn durch blosse Variablenvertauschung kann jeder der irreduciblen 
Bestandteile 6.., b,,, ---, an die Stelle von b,, treten. 

Nehmen wir an, dass sich %,, auf v’ Variablen bezieht, so werden, weil wir 
fiir die zu 6,, gehorigen Variablen die Giiltigkeit der Gleichungen (5,) und fiir 
die zu 6... gehdrigen Variablen die Richtigkeit der zu (5,) ana- 
logen Gleichungen nachgewiesen haben, die ersten v’ Gleichungen der Transfor- 
mation (5) : 


lauten. v’ kann nicht grosser als v sein, denn sonst wiirden die v’ unabhiingigen 
Variablen z,, ---, die zur Gruppe B,, gehoren, in Dependenz sein. 
Hieraus folgt : 


(19§ 


Bund Y% sind thnliche Gruppen; dieser Begriff ist aber ein wechselseitiger. 
Ferner spielen und %,, in und genau die gleiche Rolle. Infolge dieser 


0 b, 
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Gleichberechtigung ist der Schluss: v’= v gestattet. Unter Beriicksichtigung 


von (19) ergiebt sich daher: v’ = v, d. h. in (16,) und (17,) haben %,, und %,, 
die gleiche Anzahl Zeilen und Colonnen. 

Setzt man in (18) vy = v’, so sieht man die Richtigkeit des folgenden Resultats 
ein: Wird die Gruppe A der Form (16,), wobet U,, die grosste vollstindig 
reducible Gruppe von ist, in eine dhnliche Gruppe der 


ee) 
Form (17,), wobei B,, die grosste vollstindig reducible Gruppe {0,15 +5 
bedeutet, tibergefiihrt, so muss jede Matrix Q von nicht verschwindender Deter- 
minante, welche die Uberfiithrung der einen Gruppe in die andere leistet, not- 


wendig die Form: 


0) 


haben. Hierbei besitzt die Matrix Q,, genau ebensoviele Zeilen und Colonnen 


wie die Gruppen und %&,,. 

In (20) ist Q,, die Matrix von (18). Die Determinante von Q ist von Null 
verschieden; mithin kann infolge der Form (20), die Q hat, auch die Determi- 
nante von Q,, nicht Null sein. Hieraus folgt die Ahnlichkeit der zwei Gruppen 
und B,. £s ist B= Nach dem in der Einleitung ange- 


gebenen Satze (Transactions, vol. 4, p. 46) wird e=e’. 


§ 4. 
Die Gruppe ( linearer homogener Substitutionen in x Variablen sei unter 
Hervorhebung der gréssten vollstiindig reduciblen Gruppe in die tihnliche 
Gruppe der Form : 


(21) 


0 


transformirt. Ferner mége die Gruppe (§ unter Hervorhebung der gréssten 
vollstiindig reduciblen Gruppe in die iihnliche Gruppe: 


iibergefiihrt sein. 

Wir wollen uns in diesem Paragraphen von einer im vorigen gemachten Vor- 
aussetzung befreien. Wir hatten im vorigen § die Gruppe G unter Hervor- 
hebung der griéssten vollstiindig reduciblen Gruppen Y,, und B,, in die zwei 
iihnlichen Gruppen Y{ und ¥ der Form (16,) und (17,) transformirt angenommen 
und hierbei fiir und B,, die Form {a,,, a,,, bez. {01,5 
vorausgesetzt, man sollte also Y{,, und B,, den Charakter der vollstiindigen Reduci- 
bilitiit auf den ersten Blick ansehen. YA}, und Bj, sollen auch grosste voll- 


0 
Qn Qn 
: 
0 
22 (B’): 
(==) BB 
| 
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stindig reducible Gruppen von (4 vorstellen, jedoch braucht ihr Charakter der 
vollstandigen Reducibilitat nicht unmittelbar evident zu sein. 

Die Gruppe mége in den Variablen ---, bez. ---, 7, die 
Gruppe in den Variablen z}, 23, ---, 2%, bez. 27, ---, 2% geschrieben sein.* 
Eine Substitution von nicht verschwindender Determinante, die mit ihrer cogre- 
dienten Substitution den Ubergang der iihnlichen Gruppen 9° und 3%" in einan- 


der vermittelt, sei mit Q° bezeichnet, und laute : 


Die sich auf die Gruppe Xj, in Y° beziehenden Variablen seien die Variablen 
Yis Yrs bez. yz, Nach Voraussetzung ist eine vollstiindig re- 
ducible Gruppe. Daher muss man ein neues Variablensystem y,, y., -- -, y, finden 
konnen, das sich durch y3, ---, 7”, linear homogen mit constanten Coefticienten 
ausdriickt, so dass durch Einfiihrung von y,, y.,---, y, fiir yj, y2,---, y, sowie 
cogredienten Variablen ---, fiir yy, 


ee) 


der Yo, Y, 
die Gruppe Yj, in eine iihnliche Gruppe der Form {a,,, de, ---, tiber- 


geht: hierbei sollen a,,, U., ---, a,, irreducible Gruppen sein. 

Fiihrt man fiir die zwei Variablensysteme ---, und yj’, 
wie wir soeben angaben, die zwei neuen Variablensysteme y,, y,, ---, y, und 
Yis Yos y, ein, behiilt hingegen die Variablen y, und 
Yours dei, so geht die Gruppe der Form (21) in eine iihnliche 
Gruppe der Form : 

a, 0 
(24) 

9 

iiber. In (24) ist Y,, iibrigens mit 96, identisch; nur der Symmetrie wegen 

se 
haben wir Y,, statt 23, gesetzt. Die Gruppe % erscheint in den Variablen 

Yrs Yoo Yor Yours Yu Yoo Yoo Wears Yn 
geschrieben. 

In analoger Weise transformiren wir die Gruppe 3" in eine iihnliche Gruppe 
B. Die sich auf die Gruppe Bj, in B" (vgl. 22) beziehenden Variablen mogen 
bez 25 lauten. Yj, ist eine vollstindig reducible 
Gruppe. Man muss daher ein neues Variablensystem z,, z,, ---, 2, finden 


konnen, das sich linear homogen mit constanten Coefficienten durch 2}, 23, - - - 


2, fir2’.2° 
++, TUP 2,5 


ausdriickt, so dass durch Einfiihrung der Variablen z,, z,, - 
sowie der zu z,, z,, +--+, 2, cogredienten Variablen ---, 2, fiir 27’, 27, --- 
die Gruppe Bj, in eine iihnliche Gruppe B,, der Form {6,,, 6.., ---, b.,,} tiber- 
geht. 6,,, ---, bedeuten irreducible Gruppen. 

* Wir beniitzen fiir die Gruppen AX" und B* die gleichen Variablen wie fiir die Gruppen A und 
B des vorigen 7, nur haben die Variablen der Gruppen 2" und B* noch einen Stern beigefiigt 
erhalten. 
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Die neu eingefiihrten Variablen mogen mit den alten 
25 2 durch die Transformation : 


(25) = My + Myr + M,Z, (i=1,-++, 


zusammenhiingen ; die Gréssen m,, sind dabei Constante von nicht verschwin- 
dender Determinante. Die zu (25) cogrediente Transformation lautet : 


(25’) = + + + M,Z, (i=1,---,”). 


Fiihrt man in der Gruppe %° die durch (25) und (25’) definirten Variablen 


bez 2,25, ein, behilt hingegen die Variablen 
.++, 2” bei, so geht die Gruppe 3° der Form 
9 ~n 


* 


v’+29 


(22) in eine iihnliche Gruppe 8 der Form : 


iiber; hierbei ist iibrigens B2, mit identisch. 
Die Gruppen und ferner und YA, sowie B* und BY sind iihnliche 
Gruppen. Mithin ist die Gruppe zu B. Da und %,, grosste 


) 


vollstiindig reducible Gruppen von und der Form { a,,, a,, } bez. 
{ bag, sind, so beziehen sich, wie im $3 bewiesen wurde, die zwei 
Gruppen Y%,, und %,, auf gleichviele Variablen, folglich ist v = v’ 

Die Substitution, welche die in den Variablen 


2 2 2” 2" 


geschriebene Gruppe % in die in den Variablen 

geschriebene Gruppe  iiberfiihrt, moge lauten : 
Nach dem Resultat, das wir im § 3 in der Formel (20) erhalten haben, muss 


sein. Aus (25) und (23) finden wir, wenn man noch v = v’ beachtet, dass : 


. 
s=1 


wird. Die Determinante |m,,| ist von Null verschieden; daher schliessen wir 


aus dem Verschwinden von Gass: 


| 
(3): 
B, 
a” 
1 
4 
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= = = = 9 
wird. In genau analoger Weise ergiebt sich aus den weiteren Gleichungen 


(26), dass : 
Gi = Gi = Ti =9 
wird. Die Gleichungen (23) lauten daher: 
Die Matrix der durch (27) gegebenen Substitution ist folglich in der Form : 
Qi, 
QQ 
zu schreiben ; hierbei ist Q}, eine Matrix mit ebensovielen Zeilen und Colonnen, 
wie sie die Gruppen und Bj}, haben, niimlich v. ist folglich eine Matrix 
mit n — v Zeilen und Colonnen. Da Q" eine nicht verschwindende Determi- 
nante hat, verschwinden auch die Determinanten der zwei Matrices (Qj, und Q3. 
nicht, wie aus der Form (Q") der Matrix Q unmittelbar ersichtlich ist. 


Die Ahnlichkeit der Gruppen %° und %*, welche durch die Matrix Q* ver- 
mittelt wird, kann symbolisch durch die Gleichung : 


(28) oder 


(Q’): 


ausgedriickt werden. Da 9° und %* die Form (21) und (22) haben und Q", 
wie wir eben sahen, analog gebaut ist, folgt aus (28) unmittelbar, dass : 


(29) Bi On = Vn 


und 
(80) Qe = Qe. 


wird. Da Qj, und Q3, von Null verschiedene Determinanten haben, so sagen 
die Gleichungen (29) und (30) aus, die Gruppe 9, ist mit der Gruppe B}, und 
die Gruppe >,, die aus Y(° durch Streichen der ersten v Zeilen und v Colonnen 
hervorgeht, ist mit der Gruppe B3,, die sich durch Streichen der ersten v Zeilen 
und v Colonnen aus ¥ ergiebt, iihnlich. 

Wir konnen daher folgenden Satz formuliren: Hat man irgend cine Gruppe 
linearer homogener Substitutionen in zwei dihnliche Gruppen und 
unter Hervorhebung der gréssten vollstindig reduciblen Gruppen transformirt, 
so dass A" die Form: 


4, 0 


Ws 


und 8° die Form: 


4 
ts 
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wi, 
BW, 


hat und bedeuten M, und B}, grosste vollstindig reducible Gruppen, so beziehen 
sich und auf die gleiche Anzahl von Variablen und sind dhnliche 
Gruppen. Das Gleiche trifft fiir die zwei Gruppen >, und By, zu. Sede 
Matrix Q von nicht verschwindender Determinante, die bewirkt, dass 

wird, ist notwendig von der Form : 

On 0 

Qn 
Qj, ist hierbei eine Matrix mit gleichvielen Zeilen und Colonnen, wie sie NX}, 
und Bj, haben. Die Ahnlichkeit der Gruppen ¥B;, und Yj, sowie der Grup- 
yen B, und MN, wird durch die Matrices Q), bez. Qi, bewirkt. Es ist 
22 22 22 

Obgleich im Voraufgehenden schon enthalten, sprechen wir noch besonders 
das Theorem aus: Wie auch immer eine Gruppe ( linearer homogener Sub- 
stitutionen unter Hervorhebung ihrer gréssten vollstindig reduciblen Gruppe 
in eine tihnliche transformirt wird, so hat die grésste vollstindig reducible 
Gruppe, die sich bei irgend einer derartigen Darstellung der Gruppe & 
ergiebt, gleichviele Variablen wie die grésste vollstiindig reducible Gruppe, 
die sich bei iryend einer anderen Darstellung von \ ergiebt, und beide Grup- 
pen sind Sieht man cihnliche Gruppen linearer homogener Substi- 


tutionen als nicht verschieden an, so ist die grésste voll stindig reducible Gruppe 
von ( eindeutig bestimmt. 


§ 5. 
Durch eine Matrix P von nicht verschwindender Determinante sei die 


Gruppe ( linearer homogener Substitutionen in x Variablen in eine iihnliche 


Gruppe 2° = P@P-' der Form: 


.6 
(4°): We 0 
Mir Was Mag 


transformirt.* 7, soll die grésste vollstiindig reducible Gruppe von 2" sein. 
%°, soll die grosste vollstiindig reducible Gruppe der Gruppe: 


* Die Bezeichnung ist gegen 2 4 geiindert. 
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0 0 0 


sein. 3, soll die grésste vollstiindig reducible Gruppe der Gruppe: 


M4 


vorstellen. Auf diese Art soll die Bildung weitergehen. Man kann die Gruppe 
(§ offenbar stets durch wiederholte Einfiihrung linearer homogener Functionen 
der urspriinglichen Variablen mit constanten Coefficienten, also durch eine 
Matrix P von nicht verschwindender Determinante, auf die eben beschriebene 
Weise in eine iihnliche Gruppe %° transformiren. Hat man die Gruppe 
linearer homogener Substitutionen in eine iihnliche Gruppe transformirt, so 
dass alle in der Diagonale stehenden Gruppen auf die geschilderte Art fest- 
gelegte, grisste vollstiindig reducible Gruppen der auf einander folgend durch 
Streichung aus 9" entstehenden Gruppen sind, so sagen wir: die Gruppe (S ist 
unter Hervorhebung aller auf einander folgender grésster vollstindig reducibler 
Gruppen in eine Ghnliche Gruppe transformirt worden. Wir nennen auch die 
zu tihnliche Gruppe der oben beschriebenen Form eine Darstellung der 
Gruppe unter Hervorhebung aller auf cinander folgender grésster voll- 
stiindig reducibler Gruppen. WA, bezeichnen wir als die erste, Ny, als die 
zweite, als die dritte, u. 8. w., als die p-te zu gehorige vollstindig 
reducible Gruppe, die sich bei der Darstellung der Gruppe (S in der Form 
ergiebt. 

(§ moge ausser in die Form (%{") auch unter Hervorhebung aller auf einander 
folgender grosster vollstindig reducibler Gruppen in die ‘ihnliche Gruppe 3° 
der Form: 


8 0 .. 


transformirt sein. ---, Bi,,, bedeuten grésste vollstiindig reducible 
Gruppen der auf einander folgend aus B* durch Streichung entstehenden 
Gruppen. 


| 
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Wir wollen jetzt den auf Seite 508 der Einleitung ausgesprochenen Satz 
beweisen. Wir haben also den Nachweis zu fiihren, dass die zwei Gruppen 2}, 
und ¥},, die zwei Gruppen %, und B},, u. s. w., schliesslich die zwei Gruppen 
4, und ihnliche Gruppen sind, also auch = yw’ wird. 

Die Gruppen %* und %* sind mit ( thnlich, folglich sind sie auch unter ein- 
ander iihnlich. Mithin existirt eine Matrix A’ von nicht verschwindender 
Determinante, dass 8° = wird. und Yj, sind grosste vollstandig 
reducible Gruppen der iihnlichen Gruppen 2° und 3°. Daher miissen nach dem 
letzten Satze des § 4 die Gruppen Yj, und Yj, iihnlich sein, und die Matrix A 
muss notwendig die Form : 


(31) 


haben. A), bedeutet eine Matrix mit ebensovielen Zeilen und Colonnen, wie 
jede der zwei iihnlichen Gruppen 9}, und %}, Variablen hat. Bezeichnen wir die 
Anzahl der Variablen, auf die sich {j, und demnach auch 3}, bezieht, mit v,, so 
sind A}, und A}, Matrices mit x — v, Zeilen und v, bez. n — v, Colonnen. 
Nach dem schon citirten Satze des § 4 fiihrt die Matrix A,, die Gruppe 9}, in 
die Gruppe Yj, iiber, es ist B}, = AG’. Das Gleiche leistet fiir die 
zwei Gruppen, die aus 9" und ¥" durch Fortlassen der ersten v, Zeilen und vp, 
Colonnen aus allen Matrices der Gruppen 2° und 3" resultiren, d. h. die Matrix 
transformirt die Gruppe : 


in die iihnliche Gruppe : 


(33) Bre 0 0 


Bin Bur 


3, und B23, sind nach Voraussetzung grosste vollstiindig reducible Gruppen der 
zwei iihnlichen, durch (32) und (33) dargestellten Gruppen. Daher miissen 
nach dem im § 4 bewiesenen Satze die Gruppen %3, und 3, iihnlich sein, also 
im besonderen gleichviele Variablen haben ; ferner muss die Matrix A’;,, welche 
die Gruppen (32) und (33) in einander transformirt, die Form : 


= 9 
Ki, Ki, 

m 0 0 
(32) 

0 
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34 
2 3 


haben. Hierbei bedeutet A’, eine Matrix, die ebensoviele Zeilen und Colonnen 
hat, wie jede der zwei iihnlichen Gruppen 3, und ¥3, Variablen besitzt. Hat 
jede der Gruppen %5, und %3, die Anzahl v, Variablen, so bedeuten A’), und 
K;,, Matrices mit » — v, — v, Zeilen und v, bez. n —v,—v, Colonnen. Die 
Matrix A, fiihrt die Gruppen YX, und 3, in einander iiber; es ist 
= Das Gleiche leistet die Matrix A’;, fiir die zwei iihnlichen 
Gruppen : 
Oo 0 0 


und ; 
(36) Vis 0 0 


Bis Bis Bis 


45, und B;, sind grosste vollstiindig reducible Gruppen der zwei durch (35) und 
(36) dargestellten iihnlichen Gruppen. Daher sind die Gruppen 23, und %3, 
iihnlich ; ferner muss die Matrix A}, notwendig von der Form: 


K. 0 
(37) 
K 43 K 44 


sein. A,, bedeutet eine Matrix mit gleichvielen Zeilen und Colonnen, wie jede 
der zwei iihnlichen Gruppen %3, und B83, Variablen hat. Die Matrix A,, fiihrt 
die zwei Gruppen %3, und in einander iiber; es ist: = A,,%3, 
Fiihrt man so fort, so sieht man, dass 1 = w’ wird. Ferner ergiebt sich, dass 
stets die i-ten (i = 1,2,---,) zu G gehorigen vollstiindig reduciblen Gruppen 
W;, und Bj,, die sich bei den Darstellungen der Gruppe @ in den Formen 9° 
und 3" ergeben, iihnliche Gruppen sind. Hiermit ist der am Schluss der Ein- 
leitung ausgesprochene Satz vollig bewiesen. 

An das Voraufgehende kniipfen wir noch eine Bemerkung iiber die Form 
irgend einer Substitution K von nicht verschwindender Determinante, welche 
die Gruppe XW in die dhnliche Gruppe 8 iiberfihrt, so dass B = KY K-' 
wird. Die Matrix K muss notwendig die Form: 
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K, 0 | 
Kk, 9 0 
(38) Ky, Ky K;, 0 


Ky, Ky Ay, 


Me 


haben, also analog wie die Gruppen 2° und ¥* gebaut sein. Zur Herleitung von 
(38) sind nur die Formeln (81), (84), (87) und die (34), (387) analog gebildeten, 


sich weiter ergebenden Formeln beniitzt worden ; ferner sind die Matrices A’), , 


und die sich dann weiter einstellenden Matrices 
in Matrices mit 


etwas anders geschrieben worden. Wir spalteten niimlich A‘, 

sovielen Zeilen, wie sie A’,,, A,,,---, A, angeben; auf diese Weise erhalten 
wir A,,, A,,,---, 
Zeilen, wie sie die Matrices X,,, A’,,,---, A, angeben ; auf diese Weise gewin- 


nen wir die Matrices A,,,---, Analog wurden 


Ebenso spalteten wir A’), in Matrices mit sovielen 


behandelt. 
Die Matrices A), , ---, A,,, transformiren die Gruppen 9G., ---, 
der Reihe nach in die iihnlichen Gruppen Bj,, B3,, ---, Bi. Es ist symbo- 


lisch Bj, = A, V2. = ALM, Bi, = A, 


Sr 


6. 

Es sei irgend ein unendlicher Zahlkorper oder Rationalitiitsbereich O gegeben. 
Unter einem Zahlkirper oder Rationalitiitsbereich © verstehen wir im Folgen- 
den ein System von unendlich vielen Zahlen, das von der Vollstiindigkeit ist, 
dass die Addition, Subtraction, Multiplication und Division (ausgenommen die 
Division durch Null) irgend welcher Zahlen des Systems nur wieder zu Zahlen 
desselben Systems fiihrt. (% sei in diesem Paragraphen irgend eine Gruppe 
linearer homogener Substitutionen, bei der die Coefficienten simtlicher Substitu- 
tionen dem Korper © angehdren. Die in den $$ 2-5 angestellten Untersu- 
chungen lassen sich erweitern, wenn man jetzt sein Augenmerk auf die zu ( 
gehorigen gréssten inbezug auf den Korper  vollstiindig reduciblen Gruppen 
linearer homogener Substitutionen richtet. Im $2 wurden zuniichst Siitze aus 
der Arbeit von Herrn Mascuke im 52ten Bande der Mathematischen An- 
nalen verwandt. Zu ihrer Herleitung beniitzt Herr Mascuke nur Opera- 
tionen, die sich mittelst rationaler Verbindungen der Substitutionscoefficienten 
der vorgelegten Gruppe durchfiihren lassen. Die Maschkeschen Siitze sind 
daher auch fiir Gruppen mit Coefficienten aus 0 giiltig. Man hat mithin die 
Resultate: Jede Gruppe linearer homogener Substitutionen mit Coefficienten 
aus 2, deren Ordnungszahl um wenigstens zwei kleiner als die Anzahl der Sub- 
stitutionsvariablen ist, ist eine inbezug auf den Korper 2 reducible Gruppe. 
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Kann man aus irgend einer Gruppe 6,, linearer homogener Substitutionen 
mit Coefficienten aus 2 aus einer Zeile, etwa der /-ten, g, — 1 Coefficienten : 


herausgreifen, dass jede der Determinanten, gebildet aus den entsprechenden 
Coefficienten jeder méglichen Combination von je g,—1 Substitutionen der 
Gruppe 6,, verschwindet, so ist die Gruppe 6,, eine inbezug auf den Korper 0 
reducible Gruppe linearer homogener Substitutionen. 

Bei der Erweiterung der Betrachtungen des § 2 ist ferner zu beachten, dass 
zwei iihnliche Gruppen linearer homogener Substitutionen mit Coefficienten aus 
einem Korper 2 stets durch eine lineare homogene Substitution Q von nicht 
verschwindender Determinante mit ausschliesslich nur dem Korper 0 ange- 
horigen Coefficienten in einander iibergefiihrt werden konnen ; denn die Substitu- 
tionscoefficienten sind in diesem Falle nur durch Auflésen mit einander vertriig- 
licher linearer Gleichungen mit Coefficienten aus 2 zu finden. Geht man die 
Untersuchungen des § 2 durch, so sieht man, dass falls Y{ und 8 Gruppen mit 
Coefficienten aus © sind tind die iiberfiihrende Substitution Q ebenfalls nur Coef- 
ficienten aus ( hat, alle im § 2 verwandten Operationen auch kein Heraustre- 
ten aus 2 erfordern, z. B. sind auch die Gréssen d,, d,, ---, 
der Gleichung (11), da sie im Fall ihrer Existenz durch die linearen Gleichun- 
gen (11,) mit Coefficienten aus 0 bestimmt sind, innerhalb des Korpers 0 
bestimmbar. Wir gewinnen daher als Erweiterung des Seite 515 gegebenen 
Satzes das Resultat : 

Sind % und % iihnliche Gruppen linearer homogener Substitutionen der Form 
(%) und (%) (vgl. S. 513) mit Coefficienten aus 2 und werden durch irgend 
eine Transformation (5) von nicht verschwindender Determinante mit Co- 
efficienten aus 2 und die zu ihr cogrediente (5’) die Substitutionen der 
einen Gruppe in die der anderen iibergefiihrt, so miissen, wenn 6,, eine beziig- 
lich des Korpers © irreducible Gruppe linearer homogener Substitutionen ist 
und zwischen y,, y,,---, y, und z,, 2,,---, 2, auch nur eine einzige lineare 
homogene Relation mit constanten Coefficienten besteht, in der iiberfiihrenden 
Transformation (5) die ersten g, Gleichungen (g, <n): 


lauten, also fiir i=¢,, > v miissen die Gréssen notwendig Null sein. 

Nach Erweiterung des Resultats des §2 definiren wir, was es heissen soll: 
die Gruppe ( linearer homogener Substitutionen mit Coefficienten aus Q ist 
unter LHervorhebung ihrer inbezug auf den Koérper Q gréssten vollstindig 
reduciblen Gruppe MX, in die Gruppe XW, deren Substitutionen auch nur aus- 
schliesslich Coefficienten aus Q besitzen sollen, transformirt. Wir beniitzen 
die angegebene Bezeichnung, wenn die Gruppe (§ linearer homogener Substi- 
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tutionen in x Variablen mit Coefficienten aus 2 in die iihnliche Gruppe YX", die 
auch nur ausschliesslich Coefficienten aus 2 haben soll und die Form : 
4, 0 


( 4"): 


hat, transformirt ist, dabei sollen },, 20,, 2. einen Inbegriff von Matrices mit 
Coefficienten aus 2 mit v Zeilen und v Colonnen, bez. n — v Zeilen und v 
Colonnen, bez. n — v Zeilen und xn — v Colonnen bedeuten, A}, soll ferner eine 
inbezug auf den Korper © vollstiindig reducible Gruppe linearer homogener 
Substitutionen (vgl. wegen des Begriffes 5S. 509) definiren, und es soll keine 
Matrix Z von nicht verschwindender Determinante existiren, welche die 
Gruppe ( in eine iihnliche Gruppe Z(5 Z~' iiberfiihrt, die auch nur ausschliess- 
lich Coefficienten aus 2 hat und die Form : 


0 0 
0 a. l,e+1 0 


besitzt, wobei a..,.,, eine inbezug auf den Kérper irreducible Gruppe 
linearer homogener Substitutionen mit Coefficienten aus 2 in f.,, (f.., > 9) 
Variablen bedeute, und demnach Y5,, YG, Matrices mit — v —f,., Zeilen 
und v bez. f.., bez. n —v —f.,, Colonnen vorstellen. 

Geht man die Betrachtungen der $3 und § 4 durch, so sieht man, dass man 
alle dort verwandten Operationen innerhalb des Korpers © ausfiihren kann. 
Daher erhiilt man als Erweiterung der im $4 gegebenen Siitze folgendes Resul- 
tat: man irgend eine Gruppe  linearer homogener Substitutionen mit 
Coefficienten aus in zwei chnliche Gruppen und die auch nur Coeffi- 
cienten aus QD haben, unter Hervorhebung ihrer inbezug auf Q grdssten voll- 
stiindig reduciblen Gruppen transformirt, so dass X° die Form: 


4, 0 


und 3° die Form: 


Bi 


Bh 


Bi 


hat, und bedeuten Xj, und YB}, inbezug auf den Koérper Q grosste vollstindig 
reducible Gruppen von XW und B*, so beziehen sich Yj, und YB}, auf die gleiche 
Anzahl von Variablen und sind dhnliche Gruppen. Das Gleiche trifft fiir die 
zwei Gruppen 3, und B3, mit Coefficienten aus QD zu. Jede Matrix Q von 
nicht verschwindender Determinante mit Coefficienten aus 0, die bewirkt, dass 
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wird, ist notwendig von der Form: 
Qi 
Qu 
Q;, ist hierbei eine Matrix mit gleichvielen Zeilen und Colonnen, wie sie A}, 


und 8}, haben. Die Ahnlichkeit der Gruppen Bj, und Xj, wird durch die 
Matrix die von B, und durch die Matrix bewirkt. Es ist: 
Bis Qi ( Qi 

Es gilt also das Resultat: Wie auch immer eine Gruppe  linearer homogener 
Substitutionen mit Coefficienten aus Q unter Hervorhebung ihrer inbezug auf 
Q grissten vollstindig reduciblen Gruppe in eine ihnliche Gruppe mit Coef- 
Jicienten aus QO transformirt wird, so hat die inbezug auf Q grisste vollstin- 
dig reducible Gruppe, die sich bei irgend einer derartigen Darstellung der 
Gruppe & ergiebt, gleichviele Variablen wie die inbezug auf Q grisste voll- 
stiindig reducible Gruppe, die sich bei irgend einer anderen derartigen Dar- 
stellung von (5 ergiebt, und beide Gruppen sind dhnlich. Sieht man tihnliche 
Gruppen linearer homogener Substitutionen als nicht verschieden an, so ist die 
inbezug auf Q grisste vollstindig reducible Gruppe von (S eindeutig bestimmt. 

Eine Gruppe (5 linearer homogener Substitutionen mit Coefficienten aus 2 
kann analog wie im § 5 in eine iihnliche Gruppe mit Coefficienten aus © trans- 
formirt werden, so dass hierbei jetzt alle auf einander folgenden inbezug auf 
© gréssten vollstiindig reduciblen Gruppen hervorgehoben werden. Wir bezeich- 
nen eine derartige Transformation von (§ in eine ‘ihnliche Gruppe mit Coeffici- 
enten aus © als eine Darstellung der Gruppe (§ unter Hervorhebung aller 
auf einander folgender inbezug auf Q grésster, vollstiindig reducibler Gruppen. 

Da zwei iihnliche Gruppen mit Coefficienten aus 2 stets durch eine lineare 
homogene Substitution von nicht verschwindender Determinante mit Coef- 
ficienten aus (2 in einander transformirbar sind, so bleiben auch alle Resultate 
des § 5 fiir Gruppen ( mit Coefficienten aus 2, wie wir sie jetzt betrachten, 
giiltig. 

Zu jeder Gruppe & linearer homogener Substitutionen mit Coefficienten aus 
Q gehoren pw inbezug auf Q vollstiindig reducible Gruppen linearer homogener 
Substitutionen mit Coefficienten aus 1 ; diese sind, wenn man chnliche Grup- 
pen als nicht verschieden ansieht, sogar ihrer Reihenfolge nach eindeutig fest- 
gelegt. Man kann also von der ersten, zweiten, u. s. w. bis p-ten inbezug auf 
© vollstindig reduciblen zu & gehorigen Gruppe sprechen. Die Gesamtzahl 
der Variablen der w Gruppen ist gleich der Variablenzahl von &. 


ON THE CAYLEY-VERONESE CLASS OF CONFIGURATIONS* 
BY 
WALTER B. CARVER 


CayYLEy, in his paper Sur quelques théoremes de la géométrie de position,t 
first calls attention to the figures obtained by taking the section, by a plane or 
3-dimensional space, of the complete n-point (viz., points, and the (3) lines, 
(;) planes, ete., determined by them) in a flat space of v dimensions. 

Later, VERONESE discusses more fully ¢ the nature of this class of configura- 
tions, treating in general the configurations thus obtained in r dimensions. 
Both CayLey and VERONESE state that these same configurations can also be 
obtained as projections of higher-dimensional figures. 

Among the posthumous papers of CAPORALI is a paper: Sulla teoria delle 
configurazioni § (1879), giving, without proof, a number of theorems concerning 
a certain class of plane configurations. Although there is no mention of space 
of higher dimensions in CaroraLt’s paper, his configurations may be regarded 
as projections upon a plane, or sections by a plane, of simple higher-dimensional 
figures; and they belong, in fact, to the CAYLEY-VERONESE class indicated 
above. CAPORALI’s theorems become almost self-evident when viewed from this 

ndpoint. 

In a paper Ueber Polyedrale Configurationen,|| DE VRIEs discusses a special 
sub-class of the Cayley-Veronese configurations, viz., the plane sections of com- 
plete n-points in ordinary space. 

It is my purpose in this paper to state a number of general theorems for the 
Cayley-Veronese configurations in space of 7-dimensions (extensions, for the most 
part, of CAPORALI’s theorems for the plane case) ; to give a construction for the 
quadrie polarity in the plane and in 3-dimensional space, based upon certain of 
these configurations; and finally to call attention to certain peculiar sets of 
conics in the plane, connected with plane configurations of this class. {| 
- * Received for publication, August 23, 1904. Presented to the Society October 28, 1905. 

{Crelle’s Journal, vol. 31 (1846) ; Collected Papers, vol. 1, p. 317. 

t Behandlung der projectivischen Verhdltnisse der Raiume von verschiedenen Dimensionen durch das 
Princip des Projicirens und Schneidens, Mathematische Annalen, vol. 19 (1882). 

§ Memorie di Geometria, p. 262. 

| Mathematische Annalen, vol. 34 (1889). 

There may be mentioned a few of the very many instances of the incidental occurrence of 


these configurations. 
The well-known figure of two perspective triangles with their center and axis of perspection 
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In this paper, S, denotes, as usual, a linear or flat space of v dimensions (in 
points). The words “ copoint,”’ “ coplane,” ete., are used to specify the dual of 
the point, plane, etc., in the space S,; thus, in S,, a copoint is an S,_,, and a 
complete n-copoint is the dual of the complete n-point. The number of combi- 
nations of n-things taken v at a time will be denoted by ("), with the usual con- 
vention that (")=(")=1. 


$1. General Theorems. 


Let T* | dencte the configuration obtained in an S_ by cutting a complete 
n-point in S, by the S,. The incidence relations of the configuration * may be, 
shown by means of the square matrix of the 7th order 


(4, (p,q=9,1,---,r—1) 


in which a, denotes the number of S,’s in the configuration, and a, (p + q) 
denotes the number of S,’s incident with each S).+ For the I’. we have 


= (q>p), 
= (p> q ) 


If each of the n-points in S, is denoted by a single letter, any S, of the 
T¥ is denoted by a combination of p + v—7r + 1 of these n letters; and any 
particular S, and S, (p> q) of the configuration are incident if the g + v—r+1 


belongs to this class. It was probably first mentioned by DESARGUES in 1636 (cf. ENESTROM, 
Bibliotheca Mathematica, 1885), and is discussed in the aforementioned paper of 
CAYLEY, and also in KANTOR’s paper on (3, 3),) Configurations, Sitzungsberichte der 
K. Akad., Wien, vol. 84 (1881). VERONESE shows, in his memoirs, Nuovi teoremi sull’ hexa- 
grammum mysticum, Atti della R. Accad. dei Lincei, vol. 1 (1877), and Interprétations 
géométriques de la theorie des substitutions de n-letiers, etc., Annali di Mathematica, vol. 11 
(1881), that the sixty lines of the Pascal hexagram form six of these Desargues figures. 

The configuration of two perspective tetrahedra with their center and plane of perspection 
occurs in KLEIN’s memoir, Zur Theorte der Liniencomplexe des ersten und zweiten Grades, Mathe- 
matische Annalen, vol. 2 (1870) ; and also in RicHMOND’s paper On the figure of six points 
in space of four dimensions, Quarterly Journal of Pure and Applied Mathematics, 
vol. 31 (1900). 

WHITEHEAD treats of the figure of two perspective reference figures in space of any number 
of dimensions ( Universal Algebra, vol. 1, p. 139). 

CAYLEY, loc. cit., shows that a peculiar special case of the plane figure of fifteen lines and 
twenty points, obtained asa section of the figure of two perspective tetrahedra, occurs in the 
Pascal] hexagram. 

*Cf. VERONESE, Mathematische Annalen, vol. 19 (1882), p. 171; or Grundziige der 
Geometrie, p. 615. 

+ This is the notation suggested by Professor Moore, Tuctical Memoranda, American 
Journal of Mathematics, vol. 18 (1896), p. 265. 
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letters belonging to the latter are contained among the p + v —r + 1 letters 
belonging to the former. 

Suppose, on the other hand, that one starts with the complete n-copoint in 
S,, and projects it upon an S, taking a co-S_, or S,_.,, as the projection- 
center. By such a projection,* each point, line, plane, --- or S_, of the 
original figure is sent into a new point, line, plane, --- or S,_, inthe S.. The 
S’s, S_.,’s,--- and S,_,’s of the original figure are lost. The configuration 
thus obtained in the S_ is evidently the dual of the I’ , and may be repre- 


sented by the symbol, C’ . 
The incidence relations of the C’y . may be shown by the matrix 


(4,,) (p,q=0,1,---,r—1) 


where 


(q>p), 
Gig = (p>q)- 


Any element, S,,, of a Cs . is named by a combination of v — p letters out of 
n. If we re-name all the elements, assigning as a new name to each S) the 
n—v-+ p letters not contained in its old name, we see at once that the Cx , 
vy under this new lettering becomes a '>’*"-'. A TY ,, with a similar change of 

lettering, becomes a C’'*—"*"-'. (It will be convenient hereafter to write yu for 
n—v+r—1.) Since a TY , and a CY , are dual figures, it follows that a 
Cand a C% are dual, as are alsoa anda Alsoa ora Cy , 
is self-dual ifn —y+r—1l=v,i.e., if 2y=n+r—1.+ 

While the symbols Cx , and [* , represent the same configuration, it is con- 
venient to have both. One may use I* ,, when considering the figure as a sec- 
tion of a w-dimensional figure, and Cy, when regarding it as a projection of a 
v-dimensional figure. ¢ 

TueoreM I. Jf in a CY, we separate all those elements whose names con- 


tain a certain letter from those whose names do not contain it, the latter form 
a Cy_,,,and the former a Each of the Cy_,,, (p=1, 2,3, ---,7—1) 


n—I,r 


is incident with an S,_, of the Cyr} ,. 


* This is what VERONESE calls an eindeutige projection. Cf. Grundziige der Geometrie, p. 614. 

+ Cf. VERONESE, loc. cit., p. 164; also Grundziige der Geometrie, p. 623. 

¢ These configurations may, of course, be defined without reference to space of higher dimen- 
sions than the S, in which they lie ; but it should be understood that the matrix giving their inci- 
dence relations is not sufficient so to define them. We must add the condition that they be so 
arranged that they can be lettered, p+ v—r--1 letters to each S,, in such a way that the 
q+v—r-+1 letters of any S, incident with a given S, (p> q) shall be contained among the 
p+v—r-+1 letters of the S,. 


Pp 
\ new 
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When a Cy, . 
chiastically incident, or, for present purposes, simply as chiastic.* 
TueoreM II. With respect to two letters, say a and b, the Cy, breaks up 


intoa ,, the names of whose elements contain neither a nor bh; tio Cyr! 8, 


and a Cy—| . are so related we may speak of them as being 


one containing a but not b, the other b but not a; and a Ci: , containing 


both a and b. 
The two C%-},’s are both chiastic with the Cy_, , and also with the Cy->,. 


Moreover each S,, of the Cy_, (p= 2,3, —1) is incident with an 


of the and we may speak of a Cy_,, and a so related as being 


n—2,7r 9 
chiastie. 
In general, any two configurations whose symbols have the same subscripts 


but different superscripts, as Cy, and C’y-*, are chiastic if each S, of the Cy, 
is incident (in a certain order) with an S,_, of the Cy-*. It is evident that we 


eannot have chiasm between these two figures unless « =r—1. If a Cy>* 
is chiastic with a Cy, and the Cy. is chiastic with a C;*’, then the C/>* is 


chiastie with the Cy*!. S 
TueoreM II. The breaking up of a Cx ,. with respect to.) given letters 


may be symbolically expressed by the formula: 


u—8,7 n—s 


Any Cr-* , of this expression is made up of those elements of the C’ , whose 


n—s 


symbols aint a certain « of the s letters but not the remaining s—«. A 
Ov-« . and a Cr-**! are chiastie if the « — / letters which distinguish the latter 


u—s,r 


are contained among the « letters which distinguish the former. 
THEOREM IV. There are G contained in every , 
V. Jf are chiastic with a any two of the 


determine a with which they are both chiastie ; three of the 


8 


determine thus three which are chiastic with and determine a 


n—s 


with and determine a Cr: 3; and the entire figure thus determined is a C®. , 
When v=x»—s, this theorem is VERONESE’s “ perspective pyramid” 


theorem. + 
TueoreM VI. Jfa CY, and a are chiastic there are 


r 


(«> 1) chiastic with both the Cy, and the Cr-x. If we fix arbitrarily one 


S__, of the Cr! lying in any S,_, of the C%.,, and passing through the cor. 
responding S,_,_, of the Cr-*, the Crt i is then completely determined. 


TueoreM VII. There are chiastie with any given ,. 
We may fix arbitrarily the v—«+1 points of the Cr-* lying on the 


* The word chiastic is similarly used by Sir Robert Ball. 
t Loe. cit., p. 171 ; also Grundziige der Geometrie, p. 614. 


1 
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v—«x+18,’s passing through any S,_, of the Cy ,, and the Cys is then 
completely determined. 

TueoreM VIII. There are chiastic with any given ,. 
We may fix arbitrarily the n — v + r — « copoints of the C'x** passing through 
then—v+r—KS8 of the Cv ,, and the C%** will 
then be completely determined. 


"s lying in any S,_ 
TureoremM IX. A . is determined by 


K 


arbitrary constants. 


§ 2. Constructions of Quadric Polar Systems. 


It is well known that the Desargues configuration in the plane, the T°} ,., deter- 
mines a certain conic or polar system with respect to which it is self-polar. 
VERONESE shows,* more generally, that the complete figure of two perspective 
“fundamental pyramids” in S_, i. e., the configuration I+} ,., determines a cer- 
tain (7 — 1) dimensional quadric spread, ®_,, with respect to which it is self- 
polar. Each point of the I+! ,. named by two letters is the pole, with respect 
to®P 
letters. 

Let us consider first the case of the plane figure. CayYLEy shows f that the 


, of that particular copoint which is named by the remaining r + 1 


rs , breaks up into two pentagons, each inscribed and circumscribed to the other. 
If we take any cyclic arrangement of the five letters, as abcde(= bedea = edcba, 
etc.), it will represent one of these pentagons, i. e., the pentagon whose vertices 
are ab, be, cd, de, and ea, and whose sides are abc, bed, cde, dea, and eab. 
The remaining five points and five lines of the configuration form the other pen- 
tagon, i. e., the pentagon acebd. In either of these pentagons, each vertex is 
the pole of the opposite side with respect to the polarity, ®,, of the configura- 
tion. 

To say that a quadric polarity sends each vertex of a pentagon into the oppo- 
site side places five linear conditions on the polarity, which is just sufficient to 
determine it uniquely. A polarity may then be given by a pentagon. 

Of the two pentagons which form a I} ,, one may be taken arbitrarily, and 
any line or point of the second to satisfy a single condition. (A I}, depends 


* Loe. cit., p. 193. 

+ Crelle’s Journal, vol. 31 (1846), p. 213 ; also Collected Works, vol. I, p. 317. This fact was 
probably fiist noticed by J. T. GRAves. Cf. Philosophical Magazine, vol. 15 (1839), p. 
131. 

t Cf. REYE, Geometrie der Lage (3d edition), vol. 2, p. 125; and KoHN, Mathematische 
Annalen, vol. 46 (1895), p. 303. 


| 

‘ 
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upon 3.5 —(3 +1)(3 —2)=11 arbitrary constants.* Ten of these con- 
stants are fixed in fixing the first pentagon, leaving one arbitrary constant to the 
second pentagon). But the polarity is determined as soon as the first pentagon 
is fixed, hence the second pentagon is necessarily self-polar with respect to the 
polarity determined by the first pentagon. 

This gives a method for constructing the polar of a given point with respect 
to a polarity, when the polarity is given by a self polar pentagon. 

Consider the given pentagon as the pentagon abcde of a3. If we make 
any side, say ace, of the second pentagon, acebd, pass through the given point, 
x, this second pentagon is then determined, and the polar of x must pass through 
the point bd. Now draw a different second pentagon, a’c’e'b'd’, making a dif- 
ferent side, say b’d’a’, pass through x. Then the polar of # must pass through 
the point c’e’ of this pentagon, and is thus determined. 

The essential part of the construction may be remembered conveniently 
as follows: Number the vertices and sides of the pentagon consecutively 
1,2,3,---, 10, assigning to the vertices the odd, and to the sides the even 
numbers. Then join x to 1 to meet 4 at A, A toT to meet 10 at B, Bto3 
to meet 6 at C, and C is then on the polar of x. Shift the numbers, replacing 
3 by 1, 4 by 2,5 by 3, ---,2 by 10, and repeat the above process, obtaining 
thus a point C’. Then CC’ is the polar of x. 

A dual construction gives the pole of a given line. 

Two pentagons, representing two polarities ® and ®’, of which the first 
sends points into lines and the second sends lines into points, give a collineation. 
The common polar triangle of ® and ®’ is the fixed triangle of the collineation. 
If ABCDE isa pentagon giving the polarity ®, the triangle B, D, (AB DE) 
is evidently a polar triangle of ©.+ If then a given triangle, with vertices 
a,b, and c, and sides a, 8, and ¥, is to be the fixed triangle of a collinea- 
tion which is in addition to send a given point, P, into a given point, P’, we 
can at once construct two pentagons which will give this collineation. Let 5 be 
any line. Our two pentagons may be P, a, (8-8), (6-2), b and P’, a, 
(8-8), (8-2), b. 

The two pentagons ABCDE and ABCDE’, where £’ lies on DE, give a 
collineation in which the point D and all points on the line A B are fixed points, 
while AB, and all lines through the point D, are fixed lines. This collineation 
sends / into £”’, and it sends any point, P, into a point P’ on the line 
PD, such that the cross ratio P, P’, D, AB is equal to the cross ratio 
E, E’,D, AB. 

CLeEsscu f calls attention to a collineation determined by a pentagon. With 


* Cf. 41, theorem IX. 

+ Cf. REYE, Geometrie der Lage (3d edition), vol. 2, p. 125. 

t Ueber die Anwendung der quadratischen Substitution auf die Gleichungen Sten Grades und die 
geometrische Theorie des ebenen Fiinfseits, Mathematische Annalen, vol. 4 (1871). 
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the pentagon ABCDE is naturally associated the pentagon of the diagonals, 
ACEBD, and these two pentagons give the CLEBSCH collineation. 

Passing now to the three-dimensional case,* we have the configuration, Tj ,, 
which consists of two perspective tetrahedra with their center and plane of per- 
spection. The points, lines and planes are denoted respectively by combinations 
of two, three and four letters out of six. The point ab is the pole of the plane 
edef, and the lines abe and def are conjugate, with respect to a certain polarity ®,. 

Taking any cyclic arrangement of the six letters, as abcdef’, they represent a 
skew-hexagon whose six vertices are ab, be, cd, de, ef and fa; six lines are 
abe, bed, cde, def, efa and fal: and six planes are abed, bede, edef’, defa, 
efab and fabe. 

In addition to the six vertices of this hexagon there are nine other points of 
the configuration, viz., 


ac, ce, ea, bd, df, fb, ad, be and cf, 


each of which lies in two planes of the hexagon, the first six lying on lines and 
the last three on the intersection of opposite planes of the hexagon. (For 
instance, ac lies on the line abc, but ad lies on the intersection of abcd and 
defu.) Similarly there are nine planes of the configuration besides the six of 


the hexagon, viz., 
abee, bedf, edea, defb, efac, fubd, beef, and deab, 


the first six passing through lines of the hexagon, and the last three through 
the joins of opposite vertices. 

From these nine points and nine planes we can pick out, in three different 
ways, a second hexagon which, like the first, may be represented by a cyelic 
arrangement of the six letters. Such a hexagon is ad/fbec, and, like the first 
hexagon, each vertex is the pole of the opposite plane with respect to the polarity 
®,. Moreover the hexagons abcdef and adfbee are mutually related to each 
other. Of the six vertices of each, four lie on lines, and two on the intersection 
of opposite planes of the other. Of the six planes of each, four pass through 
the lines, and two through the joins of opposite vertices of the other. Also four 
out of the six lines of each lie in planes and pass through vertices of the other. 

To say that each vertex of a hexagon is the pole of the opposite plane with 
respect to a polarity ®, is to place nine linear conditions upon the polarity, and 
this determines it uniquely. Hence, as soon as one of the hexagons of our 


configuration is given, the polarity ®, is determined.+ 


* Cf. the author’s paper in The Johns Hopkins University Circular, April, 1904. 

+ Dr. KASNER, in a paper on The double-six configuration, American Journal, vol. 25 
(1903), calls attention to a polarity, 2, connected with the double-six. In a letter to Professor 
Morley, he shows that a skew-hexagon, self-conjugate as to {2 (and thus determining 2) may be 


W 
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I wish now to show that the first hexagon, abcdef’, can be taken arbitrarily, 
and any plane of the second hexagon, adfbec, can be taken to pass through any 
point in space, and that the second hexagon and the entire I‘ , will then be 
determined. 

Suppose abcdef to have been chosen arbitrarily. We then make any plane, 
say adfb, of the second hexagon pass through the line fv) and any given point 
x. Let adfb eut def in df and bed in bd. Then draw 


bdf (join of bd and df) eutting fab in fb, 
foe(* “fb * ef)  bede be, 
[abe( be ab) ae}, 
bec ( be be) cde ee, 
eca ( ec ae) § abe ca, 
and cad ( ,* ca cd) defa “ ad; 


and if our hexagon is now to close properly, ad should lie in the plane adfb on 
a line with fa and df; and I shall show that this will always be the case. 

The figure thus far constructed is part of the figure of two perspective tetra- 
hedra, which we proceed to complete. 

(In Fig. 1 the hexagon abedef is shown by dotted lines, the hexagon adfbec 
by heavy lines, and the rest of the configuration by light lines. The double 
figure viewed through a stereoscope shows the figure in relief.) 

Draw cef (join of ec and ef). Then the three lines fle (fb-be), fuc 
(fa-eca), and edf (ed-df) will eut cef; for they lie respectively in the 
three planes fbee (fb-be - ef - be- ec), (fu-ae-ef-ca-ec), and fede 
(df: de-ef-ed-ec) passing through cef. Moreover these three lines all eut cef 
at the same point, cf’, because each pair of them lies in a plane which does not 
contain cef'; viz., fbe and fac lie in fube (fa: fb-ab-be-ca); fue and cdf lie 
in facd (fa-df-ad-cd-ac); and edf and fhe lie in fhed (fb-df -bd-ed- be). 
Also the line bde (be -de) passes through bd since it lies in two planes contain- 
ing bd, viz., the planes (be-de-fb-df -bd) and bede (be-de-be-de-bd). 

Examination of the figure now shows that ca be cd cf and ae be de ef are two 
perspective tetrahedra with ec as perspection-center. Five pairs of correspond- 
ing edges meet in the five points bd, fb, df, fa, and ab, points in the plane 


selected in twenty different ways from the lines of the double-six. If L; and 3/;(i—1, 2, ---, 6) 
are the lines of the double-six, then any corresponding triples, as L,, L., L,and M,, M,, M, 
form such a hexagon. In this same letter Dr. KASNER suggests a construction for a polarity 
when defined by a hexagon. He reduces it to the construction of several plane polarities defined 
by plane pentagons. 
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adfb. The sixth pair of edges, cad and ade (ae-de) must also meet in a point 
of this plane. But cad was to meet the plane defa in ad, and the line -ade is 


1. 
in the plane defa, and, therefore, ad lies in the plane adfb and on a line with 


fa and df. Hence our hexagon closes properly, and the entire Ts, is 
determined. 


| 
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This gives us now a method, similar to the method for the plane, of construct- 
ing the polar plane of any point x with respect to a polarity when the latter is 
given by a self-polar hexagon. The vertex of the second hexagon opposite to 
the plane passed through x (the vertex ec in the case just described) must lie on 
the polar plane of x. The construction of this point ec is in fact very simple, 
and may be stated as follows: 

Let 1, 2, 3, 4,5, 6 be the vertices of the given hexagon taken in order. 
Pass a plane through x, 1, and 2 and cutting 34 and 56 in A and A’ respec- 
tively. Draw AA’ cutting 12 in B, and B6 cutting the plane 345 in C. 
C3 will then cut 45 in the point D which is the point required on the polar 
plane of «. Now shift the digits around on the hexagon, replacing 2 by 1, 3 
by 2, --- 1 by 6, and repeat the above process, obtaining a second point D’, 
similarly for a third point D”. The plane DD’ D” will then be the polar of x 
with respect to the polarity given by the hexagon. 

A dual construction gives the polar point of a given plane. 


The combination of two consecutive space polarities gives a space collineation, 
and hence a space collineation may be given by two skew-hexagons. 
If a given tetrahedron with vertices a, b,c, and d, and faces a, 8, y, and 6 
5 Y> 


is to be the fixed tetrahedron of a collineation which is in addition to send a 
given point, P, into a given point, P’, this collineation may be given by the 
two skew hexagons whose vertices are 


P, a, (B-a-€), (%-8-e), b 
P’, a, (y°B-€), (B-2-e€), (2-6-e), b 


and 


where is any plane. 


The two hexagons ABCDEF and ABCDEF'’ , where F’ lies on EF, give 


a collineation in which the point / and all points of the plane APC are fixed 
points, while the plane ABC and all planes through F are fixed planes. This 
collineation sends any point, ?, intoa point, P’, on the line PZ’, such that the 


cross-ratio P, P’, ABC is equal to the cross-ratio F’ ABC. 


§3. Associated systems of conics. 


The two dual configurations, I’; , and Cj, (which are respectively the section 
by a plane and the projection on a plane of the space configuration I’; ,) give 
rise to certain peculiar sets of conics which are worthy of notice. 

All the elements of a Tj , containing a given letter of the six, say a, form a 
I} ,* with which is associated a conic that may be called #’,. There are six 
such conics. The twenty points of the I}, naturally fall into pairs such as abe 


* Cf. 71, theorem I. 
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and def. The point abc is the pole of the line adef with respect to F’,, and 
since def lies on adef, abc and def are a pair of conjugate points with respect 
to F’. Similarly, since abe and bdef are pole and polar with respect to F,,, 
abe and def are conjugate with respect to #,. They are conjugate points, in 
fact, with respect to all six #’’s. The same is true of each of the ten pairs of 
points. Regarding these ten point-pairs as degenerate line conics, and the F’’s 
as point conics, we have then ten line conics each apolar with each of six point- 
conics. 

This being the case, either (1) the ten conics belong to a range and the six to 
a 4-spread ; or (2) the ten belong to a web and the six to a net; or (3) the ten 
belong to a 4-spread and the six toa pencil. The first supposition cannot be 
true, for there can be only three degenerate conics in a range. If the second 
alternative be true, the twenty points lie on a cubic curve ; but this is impossible 
since they lie by fours on straight lines. Therefore the third supposition is true, 
and the six conics /’ belong toa pencil, i. e., they pass through four points. 
Thus every T°} , determines four covariant points. 

In the same way it may be shown that a Cj. determines six line conics, 
® ,---, ®,, belonging to a range; and hence a Cj, determines four covari- 
ant lines. 

Every Ty, (where v= 3 and xn =v +2) contains (,",;)("=3) with 
each of which is associated a conic #’.* We obtain one ot these [3 ,’s by pick- 
ing out all the elements of the ['y , which contain certain v — 8 letters, say 
ab .--«, and do not contain certain n — v — 2 letters, say mn---s. We may 
denote the conic associated with this T3 by . If v= 4, the con- 


ab... MN...8 


figuration Ty , contains (,,",)(*—~}) T'}..’s, with each of which is associated a 
pencil of six of the conics /’. The I’}.,, and therefore the associated pencil, may 
be denoted by the symbol (b ---«.mn---s) made up of two groups of v — 4 


. belongs to 


and n — v — 2 letters respectively. A given conic, as F,, | 


a given pencil, as (b---«-mn---s), if the nm —v 42 letters in the two sym- 
bols are the same, and if the v — 4 letters in the symbol for the pencil are con- 
tained among the v — 3 letters in the symbol for the conic. We have then, 
connected with a Ty , (where v = 4 and x = v + 2), (,,";)(%=3) conies lying in 


n—5 v—3 
(.6)(%=$) pencils, six conics in each pencil, and each conic in v — 3 pencils. 
Similarly, a C+, (where » = 4 and n= pw + 2) gives rise to (,,";) (2-3) line- 
conies lying in (,,",)( 27) ranges, six conics in each range and each conic in 


n—6 
3 ranges. 
Restating this last theorem in terms of the I’s instead of the C’s, and noting 
that w= n—v+1, we have: 
Associated with every I'v , (where v = 3 and n=v + 8) are (,,";)(*73) line- 
n—6 


conics lying in (,,",)(%—3) ranges, six conics in each range, and each conic in 


*Cf. $1, theorem IV. 
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n—v—2 ranges. But these (,,”;)("—3) line-conics are the same as the point 


conics /’ associated with the Ty... Hence we have the somewhat remarkable 


theorem : 
Associated with every (where v= 4 and n=v-+ 38) are (,,";)(%73) 


conics which lie by sixes in (,,"5)(%=}) pencils, each conic in v — 3 pencils, and 


v—4 


which also lie by sixes in (,,"5)("=$) ranges, each conic in n — v — 2 ranges. 


v—3 
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VOLUME 5 


E. D. Rog, Jr.: On the coefficients in the product ---. 


P. 197, 1. T. For p. 2 read p- 194. 
In the table at the bottom of the page insert 00113 be- 
tween 00023 and 00122. 


P. 199. In the matrix of the §’s, for m+n read 2m. Later 
n is taken equal to m. 
P. 203, 1. 1 up. ‘or l.e. p. 2 read l. c. p. 194. 


The recurrence formula stated in 1. ¢. p. 194 gives coef- 
ficients as sums of those found in previous tables, as is seen 
by expressing the sums in the notation in which the lower 
series is also a partition. 


H. F. Burcureipr: Javariants of linear homogeneous groups 


P. 466, 1. 4. For read N= p*m=p'kl. 
P. 466, 1. 6. After and then also insert by putting first 


a=1, then «= 2, ete. 
VOLUME 6 
E. V. Huntineton: A set of postulates for real algebra -- 


Pp. 21, 22. The statement that postulates 21-728 form a categorical 
set is clearly erroneous, as noted in the footnote on p. 211; 
a correct account is given on pp. 217-218. Since the 
statement in question was merely parenthetical, the rest of 
the paper is not affected by this correction. 

P. 20 and p. 32. In postulate 726, the element « in 2°) should be noted as 
“different from .Y,” in order to make the proof of the inde- 
pendence of /23 conclusive. 


E. D. Rog, Jr.: On the coefficients in the quotient ---. 


P. 63, formula (3). 8 ) = 8 where 68, 
‘ is applied to the p’s and where p,p,---p, is the partition 
conjugate to q,qg,---¢,,- Thus any term of > of (3) is ex- 


cluded, which is inconsistent with the subtraction of 7 single 
546 
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units from r of the elements of the conjugate of the par- 
tition p. 

P. 65,"formula (10). Writing p = 0’p, p,---p, = With p con- 
jugate to 


o,f (KK, +1---« +1---«,) 


m * 
= 


m 


where any term presenting a greater before a lesser number 
in the complex x’ is excluded, 

Yn) = o,f | QA (n + ) 
where o is applied to the z’s only, and where 2 is so chosen 
for a term that X +2), =m-+ 1, the theorem of (10) is 

Thus any term is excluded from = (10) which does not add 
y single units to r of the elements of 1%%~%= ...m” by the 


addition of x, a, --- a, to of the q’s. 
In the left member of formula (10) for g, read ‘.. 


P. 68, 1. 14 up. For 007 read —s«69.. 
P. 69, 1. 4. “ 
P. 71, 1. 9. The asterisk should be struck out, as also in the foot- 


note at the bottom of the page, which is a continuation of 
the footnote of p. 70. 

With respect to both product and quotient tables it is to 
be observed that when there is more than one self-conju- 
gate among the partitions of a table, as in tables where 
w>T, some of the coefficients are repeated in the table, 
since all the self-conjugates but one occur twice, equidistant 
from each end, according to the method of ordering par- 
titions used in the tables) Where w>T7 the columns 
should also be numbered 0,1, 2,3, ---, beginning with 
the center and proceding in each direction towards the ends, 
in order that conjugate columns may be immediately recog- 
nized, by the same number, without caleulation or counting. 


—E. D. R. 


L. E. Dickson: Definitions of a group and a field---. 
P. 208, 1. 4. For the heading [2+] read [2*]. 


Trans. Am. Math. Soc. 37 


